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Liste des Abréviations

La signification d’une abréviation est donnée lors de sa premiére apparition dans le texte. I1
existe la plupart du temps une abréviation en francais et en anglais. Seule ’abréviation la plus
usuelle, souvent I'abréviation en anglais, sera employée. Voici la liste des acronymes utilisés dans

ce rapport

APP
AWGN
BCH
BPSK
DMC
iid

GLD
GMD
IOWEF

LDPC
LR
MAP
ML
NRNS
PAM
PCCC
pce
RSC
SCCC
SISO
TB

v.a.

A Posteriori Probability, probabilité a posteriori

Additive White Gaussian Noise, bruit blanc additif gaussien
Bose-Chaudhuri-Hocquenghem (code)

Binary Phase Shift Keying, modulation de phase & 2 états

Discrete Memoryless Channel, canal discret sans mémoire

indépendant et identiquement distribué

Generalized Low Density, code & faible densité généralisé

Generalized Minimum Distance

Input-Output Weight Enumerator Function, polynéme énumérateur de poids
entrée-sortie

Low Density Parity Check, code & faible densité

Log-Ratio, rapport logarithmique de probabilités

Maximum a posteriori critére du maximum a posteriori

Maximum Likelihood, critére du maximum de vraisemblance

Non Recursive Non Systematic, code convolutif non récursif non systématique
Pulse Amplitude Modulation, modulation d’amplitude en phase

Parallel Concatenation of convolutional codes, turbo-code paralléle

parity check equation, équation de parité

Recursive Systematic Convolutional, code convolutif récursif systématique
Serial Concatenation of convolutional codes, turbo-code série

Soft-Input Soft-Output, décodeur & entrée et & sortie souples

Tail Biting Codes, codes convolutifs a treillis circulaire

Variable aléatoire
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Liste des Notations

Les listes suivantes regroupent la majeure partie des notations employées dans les différents
chapitres de ce document. Certaines notations, qui apparaissent ponctuellement ont été omises.

Performances des codes optimaux avec décodage ML

information intrinséque de la v.a. x

information intrinséque d’une paire de v.a. z et y
information intrinséque conditionnelle des v.a. x et y
information mutuelle des v.a. x et y

entropie de la v.a. X

entropie conjointe des v.a. X et Y

entropie conditionnelle des v.a. X et Y

information mutuelle moyenne

capacité du canal

probabilité de la v.a. discréte z

densité de probabilité de la v.a. continue x

code de longueur N et de dimension K

mot de code de C

i-éme composante du mot de code ¢

rendement du code C

distance de Hamming minimale du code C

exposant de Gallager

évanouissement de Rayleigh

ordre de diversité

nombre total de mots de code de C

nombre de symboles d’une modulation

espérance mathématique de la v.a.

espérance mathématique conditionnellement a la v.a. x
entropie binaire

énergie par mot de code

énergie moyenne par bit codé

énergie moyenne par bit d’information

sortie du canal AWGN

bruit gaussien de moyenne nulle et de variance Ny par composante



viii LISTE DES NOTATIONS

Sph(O, N) sphére N-dimensionnelle de centre O et de rayon /2NE,.
V(c) région de Voronoi de ¢

Q(0) angle solide de la région de Voronoi V(c)

Q(r) = Qn angle solide total d’une sphére en dimension N

0 demi-angle au sommet d’un cone d’angle solide €2(0)

A

(e) cone circulaire de méme angle solide Q(0) que V (c)
Sph(a, N — 1) spheére de centre a et de dimension N — 1
H hyperplan de dimension N — 1
a projection de ¢ sur '’hyperplan H
Pe, probabilité d’erreur moyenne par mot
Pe, probabilité d’erreur moyenne par bit
Pe. probabilité d’erreur par mot sachant que ¢ a été émis
Pe, o probabilité d’erreur moyenne par mot pour un vecteur ax donné
Q(0) probabilité qu’un mot de code situé sur I'axe de A(c) soit déplacé
a Pextérieur de A(c)
Vol(r, N) volume d’une sphére & N dimensions de rayon r
S(r,N) surface d’une sphére & N dimensions de rayon r
a®c vecteur issu du produit composante a composante des vecteur a et ¢
Fi facette de la région de Voronoi entre les mots de code ¢ et c;
M; milieu du segment [c ¢;]
A,y multiplicateurs de Lagrange

Principes des codes composites

C(N,K,d) code composite de longueur N, de dimension K et de distance minimale
de Hamming d

R rendement du code C(N, K)

H matrice de parité du code C(N, K)

J nombre de codes constituants dans le code composite C
ct,...,c’ codes constituants du code composite C

Ci(NZ- K;,d;) code linéaire de longueur N;, de dimension K; et de distance
de Hamming minimale d;

R; rendement du code C*(N;, K;, d;)

Ci(n;, ki, d;) code convolutif de distance libre d;, k;(resp. n;) bits en entrée (resp. en sortie)
du codeur

T rendement du code convolutif C%(n;, k;, d;)

(91,--+ ,9n) polynomes générateurs du code convolutif C%(n;, k;, d;) en octal

S(t) état d’'un codeur convolutif a U'instant ¢

Se état circulant d'un code convolutif & treillis circulaire

H matrice de parité du code C*

LDPC(N,j,£) code LDPC de longueur N dont la matrice de parité a j “1” par colonne et
£ “1” par ligne

H,... H' matrices de parité des codes constituants
Mlyeee ,TJ permutations aléatoires entre J codes constituants d'un code composite
Co(ng, ko) code élémentaire (i.e., équation de parité pour les LDPC ou code de

Hamming pour les GLD blocs) de longueur ng et de dimension kg
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QL
2
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W
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Il

ENE)
B
z
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matrice de parité du code élémentaire Cy

somme directe des codes élémentaires Cj

rendement d’un code élémentaire Cj

nombre moyen de mots de code de poids w du code C

nombre de mots de code de poids w du code C

polynoéme énumérateur de poids du code C

nombre de mots de code de C' correspondant & un poids ¢ en entrée et
un poids z en sortie

poids minimal de l'information en entrée d’un code convolutif pour que
le treillis soit fermé

poids minimal de la parité en sortie d'un code convolutif

poids minimal de la parité en sortie d’un code convolutif pour un poids
en entrée imin = 2

distance effective d’un turbo-code paralléle

longueur de I'entrelaceur d’un turbo-code

distance minimale normalisée

moment générateur d’'un code en blocs

probabilité qu’un mot de poids w soit un mot du code constituant
fonction erreur

mot de code

mot de code ¢ modulé

sortie du canal

variance par composante du bruit gaussien du canal AWGN

nombre de noeuds contraintes dans le graphe de Tanner d’un code composite
nombre de branches dans le treillis d’'un code convolutif

longueur de contrainte d’un code convolutif

mémoire d’un code convolutif

nombre d’états dans le treillis d’'un code convolutif

probabilité a posteriori du bit codé c;

information extrinséque du bit codé ¢;

observation du canal

probabilité a priori du bit codé c;

probabilité a posteriori de la transition de l’état m vers l’état m’
métrique de branche de 1’algorithme aller-retour entre les états m et m/
métrique aller de 'algorithme aller-retour pour 1’état m

métrique retour de l'algorithme aller-retour pour ’état m

probabilité a priori de la transition m de l’état m wvers l’état m'

treillis d’un code en blocs : V est 'ensemble des états,

F T'ensemble des arétes, et A I’ensemble des étiquettes sur les branches
i-éme colonne de la matrice de parité H

vraisemblance du symbole recu y;

matrice génératrice d’un code en blocs

permutation dans l'algorithme de Fossorier-Lin

distance euclidienne entre les vecteurs u et v



LISTE DES NOTATIONS

Codes GLD construits a partir de codes convolutifs

C(Na Ka dein)

J .
C’(Nj, K;)

code GLD convolutif de longueur N, de dimension K et de distance de
Hamming minimale dymin

nombre de codes constituants d’un code GLD convolutif

code convolutif de longueur n;, de dimension k; et de distance libre d;
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matrice de parité du code CY

codes constituants d’un code GLD convolutif

permutations aléatoires d’un code GLD convolutif
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nombre de bits en entrée d'un codeur convolutif
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Introduction

Le codage de canal est une fonction essentielle dans les systémes de transmission de I'informa-
tion. Il a acquis & ce titre une importance considérable durant ces derniéres années. La plupart
des systémes actuels de transmission numérique en sont pourvus, des systémes radio-mobiles
(GSM, EDGE, UMTS, ...) aux systémes d’enregistrement des données (disque compact, ...). La
finalité du codage est de protéger les données contre les perturbations introduites par le canal
de transmission et de proposer ainsi une meilleure qualité de service. Les avancées réalisées dans
le domaine de 1’électronique et du traitement du signal ont permis 'utilisation de schémas de
codage de plus en plus performants dans les équipements de transmission.

La théorie du codage doit son origine & la théorie de 'information introduite en 1948 par
Shannon [72]. Cette derniére fixe les limites ultimes en termes de codage correcteur d’erreurs
par l'intermédiaire du théoréme fondamental du codage. Celui-ci énonce qu’il est possible de
transmettre un message codé sur un canal perturbé et de le restituer sans erreur aprés décodage,
4 condition que le rendement du code soit inférieur & la capacité du canal. L’obtention d’une
probabilité d’erreur aussi faible que souhaitée est cependant sujette & ’emploi d’un code appro-
prié, pour lequel Shannon ne suggére qu’une construction aléatoire. Le décodage est par ailleurs
supposé A vraisemblance maximale (décodage ML, Maximum Likelihood) afin de minimiser la
probabilité d’erreur par symbole [63]. Or, si la construction d’un code aléatoire semble aisée,
il n’en est pas de méme de la mise en ceuvre de son décodage qui ne peut étre qu’exhaustif
et dont la complexité devient rapidement prohibitive lorsque la dimension du code augmente.
Ainsi pendant de nombreuses années, 'existence d’un codage et d’'un décodage explicites (i.e.,
réalisables en pratique) semblait étre incompatible avec les limites proposées par Shannon. De
nombreux codes proposés durant ces années étaient munis d’une structure algébrique facilitant
leur décodage mais non justifiée par la théorie de 'information.

En 1993, I'invention des turbo-codes par Berrou, Glavieux et Thitimajshima [11] apporte un
regard nouveau sur ’existence de codes “réalistes” approchant les limites données par la théorie
de l'information. Les turbo-codes s’appuient sur la concaténation paralléle de codes élémentaires
liés par un entrelaceur aléatoire. Malgré une distance minimale relativement faible, leurs per-
formances ne sont éloignées que de 0.5 dB des performances ultimes proposées par Shannon.
Autrement dit, bien que ces codes soient de mauvais codes du point de vue des critéres habituels
de la théorie du codage (le rapport de leur distance minimale & leur longueur tend vers zéro
lorsque celle-ci tend vers l'infini), ils atteignent des performances trés proches des performances
optimales. Leur distribution de distances présente, en effet, des similitudes avec la distribution
de distances d’un code aléatoire, ce qui apparait comme une explication de leurs excellentes
performances [3].
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Les turbo-codes font partie d’une catégorie plus vaste de codes imitant le codage aléatoire,
appelés codes composites. Ces codes sont construits a partir de codes élémentaires simples (codes
en blocs ou codes convolutifs) par concaténation, intersection ou produit. Un décodage a maxi-
mum de vraisemblance ne peut étre envisagé pour ces codes du fait d’une trop grande complexité.
Aussi, pour approcher les performances d'un décodage optimal, le décodage de ces codes consiste
en un processus itératif fondé sur le décodage optimal successif de chaque code élémentaire. La
perte d’information est minimisée par 1’échange d’informations souples entre les différents déco-
deurs.

Le chapitre 1 de ce document débute par une présentation rapide des principes fondamentaux
de la théorie de linformation. Le théoréme fondamental du codage est introduit ainsi que la
notion de capacité d’un canal. Les limites imposées par la capacité sont étudiées et analysées pour
différents canaux. Partant du constat qu’il s’agit de limites asymptotiques en termes de longueur
du code, les performances optimales d’un code sont ensuite envisagées pour une longueur et un
rendement fixés. Cette étude est fondée sur une approche géométrique proposée par Shannon
en 1959 pour le canal gaussien. Nous comparons les performances optimales ainsi évaluées avec
les performances des turbo-codes pour différentes longueurs. Nous proposons ensuite d’observer
I’évolution de ces probabilités d’erreur optimales en présence d’évanouissements, en étendant le
raisonnement de Shannon au canal de Rayleigh.

Le chapitre 2 est dédié a l'introduction des codes composites qui apparaissent comme des
codes performants permettant d’approcher les limites de Shannon évaluées au chapitre 1. Les
différentes structures de codes composites sont présentées ainsi que leurs performances analy-
tiques sous ’hypothése d’un décodage & maximum de vraisemblance. Le processus de décodage
itératif de ces codes est alors expliqué. Deux algorithmes de décodage a entrée souple sont en-
visagés : l'algorithme aller-retour [2] appliqué sur le treillis du code élémentaire et 1’algorithme
de Fossorier-Lin [37] pour les codes en blocs linéaires. Nous proposons d’adapter ce dernier afin
qu’il puisse délivrer une sortie souple et étre intégré dans le processus de décodage itératif d’un
code composite construit & partir de codes en blocs. Nous traitons plus particuliérement le cas
des codes produits, dont la structure permet d’envisager un décodage paralléle des codes consti-
tuants, et qui présentent de trés bonnes performances, notamment pour de petites longueurs.
Lorsque la longueur du code augmente, nous proposons d’utiliser des codes produits construits
a partir de codes convolutifs & treillis circulaire afin d’améliorer leurs performances.

Dans le chapitre 3, nous introduisons un nouveau schéma de code composite, généralisant la
structure des codes a faible densité proposés par Gallager en 1963 [42]. Ces codes sont appelés
codes a faible densité généralisés et sont construits a partir de I’intersection de codes convolutifs.
Nous analysons leurs performances théoriques, sous I’hypothése d'un décodage ML, en observant
leur distribution de poids moyenne et leur distance minimale. Nous déduisons de cette étude que
ces codes sont asymptotiquement bons, c’est-a-dire que leur distance minimale est une fonction
linéaire de leur longueur. Nous envisageons ensuite le décodage itératif des codes a faible densité
généralisés et présentons leurs performances sur le canal gaussien.

Nous nous intéressons dans le chapitre 4 a 1’évaluation des performances asymptotiques des
codes composites décodés itérativement. En effet, les analyses des performances présentées aux
chapitres précédents reposaient sur 'hypothése d’un décodage a vraisemblance maximale. Nous
proposons dans ce chapitre d’étudier les limites du décodage itératif des différents codes com-
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posites envisagés. Pour cela, nous introduisons deux méthodes différentes : I'une est fondée sur
I’étude de la propagation des informations souples au cours du décodage; 'autre observe gra-
phiquement I’évolution de la probabilité d’erreur au fil des itérations. Ces deux méthodes nous
permettent de déduire des critéres de conception pour les codes composites, en prenant en compte
les limites imposées par le décodage itératif.

Enfin nous tirerons quelques conclusions sur les études menées et indiquerons quelques pers-
pectives pour la suite des travaux.
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Chapitre 1

Performances des codes optimaux avec
décodage ML *

La théorie de l'information définit les frontiéres du possible en matiére de communications
et plus particuliérement de codage. La connaissance de ces limites théoriques a poussé la com-
munauté du codage a élaborer des schémas de plus en plus performants pour s’en approcher.
Ainsi, en 1993, Berrou, Glavieux et Thitimajshima [11] ont introduit les turbo-codes, dont les
performances se situent & 0.5 dB des bornes données par la théorie de Shannon [72].

Les limites proposées par la théorie de 'information sont fondées sur le théoréme de codage
[72] et constituent des limites asymptotiques pour ce qui est de la longueur du code. La mise au
point des systémes de codage nécessaires pour atteindre ces limites présente un degré de com-
plexité non négligeable, malgré de nombreuses avancées dans ce domaine. Par ailleurs, certains
domaines d’application du codage requiérent des longueurs de codes beaucoup plus petites, afin
de réduire la complexité des systémes et les délais en réception. C’est le cas par exemple de la
transmission de la voix pour les communications mobiles. La question du choix de bons codes
pour ces longueurs se pose alors. Les limites proposées par la théorie de l'information ne sont
plus pertinentes dans le sens ol les longueurs considérées ne tendent plus vers l'infini. Il faut
ainsi étudier de nouvelles bornes prenant en compte la longueur finie du code. Une approche géo-
métrique proposée par Shannon [73] permet de déterminer les performances des codes optimaux
de dimension et de rendement fixés.

Aprés une bréve présentation des concepts essentiels sur lesquels s’appuie la théorie de I'in-
formation, nous énongons le théoréme fondamental du codage et définissons la notion de capacité
d’un canal. Cette derniére permet de poser les limites asymptotiques d’un systéme codé. Nous
développons les expressions de la capacité pour différents canaux classiques, et les représentons
en fonction du rapport signal-a-bruit du systéme. Nous nous intéressons dans une troisiéme partie
aux limites des codes optimaux pour un rendement R et une longueur N fixés. Ces performances
sont étudiées pour le canal gaussien en reprenant 'approche géométrique proposée par Shannon.
Puis nous étudions 1’évolution de ces performances pour le canal de Rayleigh. Nous comparons

*Le contenu de ce chapitre a été présenté en partie a la 37th Allerton Conference on Communication, Control
and Computing, Allerton, Etats-Unis, 24-27 septembre 1999.
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alors ces résultats aux limites asymptotiques données par la théorie de l'information et aux
performances obtenues en utilisant des systémes de codage pratiques, tels les turbo-codes.

1.1 Concepts fondamentaux de la théorie de I'information

Cette section introduit les principales notions de la théorie de I'information, autrement dit
les outils permettant de disposer d’une mesure qualitative de 'information et leurs propriétés.
En théorie de I'information, 'intérét se porte sur ’étude de canaux et de sources aléatoires. Par
conséquent, 'imprévisibilité est un attribut essentiel de 'information. Aussi, la mesure qualitative
de l'information va-t-elle se traduire par une mesure de I'imprévu et de 'improbable [3].

Le canal et la source sont modélisés par des variables aléatoires. Nous distinguons par la suite
le cas ol ces variables aléatoires sont discrétes du cas ou elles sont continues. Si z est une variable
aléatoire discréte, alors P(x) désigne sa probabilité. Si z est une variable aléatoire continue, sa
densité de probabilité est notée p(x).

1.1.1 Cas discret

Soient z et y deux variables aléatoires discrétes de probabilités respectives P(z) et P(y).
Nous rappelons les définitions suivantes :

— information intrinséque ou information propre : incertitude a priori de I’événement
z ou information nécessaire pour résoudre cette incertitude :

h(z) = —log P(z) .
— information intrinséque d’une paire de variables aléatoires (z,y) :

h(z,y) = —log P(z,y) .

La quantité P(z,y) désigne la probabilité conjointe des événements z et y. Les deux va-
riables aléatoires z et y peuvent étre mutuellement dépendantes.

— information conditionnelle : information devant étre fournie & un observateur pour
spécifier la variable z aprés observation de la variable y, ou incertitude restant sur la
variable x aprés observation de la variable y :

hzly) = —log P(zly) -

P(z|y) est la probabilité de z conditionnellement & y.

— information mutuelle : information sur ’événement z fournie par ’événement y :

P(zly)
P(x)

i(z;y) = log

On peut alors écrire :

i(z;y) = h(z) — h(zly) = i(y; 2) .
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Ces définitions s’appliquent & des événements individuels. Dans un contexte probabilisé, les
moyennes sont souvent plus importantes que les événements individuels. Nous considérons donc
par la suite une source aléatoire, discréte, finie, stationnaire, obéissant & une loi de probabilité
connue. Soit {z1,z2,... ,z,} 'ensemble des réalisations possibles de cette source : cet ensemble
constitue un alphabet de m symboles. Chaque émission de la source est décrite par la variable
aléatoire X, qui est égale au symbole z; avec la probabilité :

n

De méme, soit Y une variable aléatoire prenant ses valeurs dans l’alphabet de m symboles
{y1,--. ,Ym} avec la probabilité :

m
PY=y)=gq;i=1,...,m et Z%‘:l-

En moyennant sur l’ensemble des réalisations des variables aléatoires X et Y les quantités
précédemment introduites, nous obtenons les définitions suivantes :
— entropie de la source (ou de X) : valeur moyenne de I'information intrinséque :

n
—> "pilogp; .
i=1
L’entropie de X est une quantité positive vérifiant :
H(X) <log(n) (1.1)
— entropie conjointe :
n m
= - Z ZP($Z,y]) logp(xzay]) .
i=1 j=1
— entropie conditionnelle d’un ensemble :
H(X|Y) = ZZP i, y5) log P(xily;) .
i=1 j=1
— information mutuelle moyenne :
n m
P(zily;)
Z Z P(z;,y;)log ——=—= .
i=1 j=1 P( )

L’information mutuelle moyenne entre les variables X et Y est positive ou nulle et concave.

La figure 1.1 illustre les différents concepts que nous venons de présenter ainsi que les relations
suivantes [24] :

I(X;Y)=H(X) - HX|Y), (1.2)
H(X,Y) = H(X)+ H(Y|X) = HY) + HX|Y) ,

I(X;Y)=H(X)+H(Y)-H(X,Y).
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H(X;Y)

H(X) H(Y)

.

Fi1G. 1.1 — Relation entre I'information mutuelle et les entropies.
1.1.2 Cas continu

Soient X et Y deux variables aléatoires continues de densités de probabilité respectives px ()
et py (y). Par souci de simplicité, px(z) et py (y) seront notées p(z) et p(y) par la suite.

Dans le cas continu, la généralisation des grandeurs que nous venons de décrire peut se faire
en prenant un minimum de précautions. En effet, ’entropie absolue d’une variable continue est
infinie [49] : intuitivement, une variable continue pouvant prendre n’importe quelle valeur dans
I'intervalle | — oo, +o00[, 'incertitude sur cette variable devient trés grande. Par conséquent il
est nécessaire d’introduire une nouvelle grandeur finie appelée entropie différentielle. L’entro-
pie absolue d’une variable s’écrit alors comme la somme de deux termes, I'un fini, ’entropie
différentielle et ’autre infini. Nous pouvons ainsi écrire les définitions suivantes :

— entropie différentielle :

— entropie différentielle conjointe :

// z,y) log p(x,y)dzdy .

— entropie différentielle conditionnelle d’un ensemble :
HXIY) =~ [ [ po)logplaly)dsdy
zJy
Nous avons alors la relation suivante :
H(X,)Y)=HX)+ HY|X)=H(Y)+ H(XIY) .

Notons que, contrairement aux entropies définies dans le cas discret, les entropies différen-
tielles peuvent étre négatives.
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— information mutuelle moyenne :

N PN _ )
1(X;Y) —/w/yp( )log 25 ey = H(X) ~ HXIY) = H(X) + H(Y) - H(X.Y)

L’information mutuelle d’une variable continue est égale 4 la différence de deux entropies, et
ne contient par conséquent plus de terme tendant vers 'infini. Il s’agit de la généralisation
directe de l'information mutuelle d’une variable discréte.

1.2 Capacité d’un canal et théoréme fondamental du codage

1.2.1 Définition

En P’absence de bruit, la capacité du canal est la quantité d’information maximale moyenne
que chacun de ses symboles d’entrée peut apporter & sa sortie. La présence de bruit impose une
limite supérieure sur le débit d’information qu’il est possible de transmettre & travers le canal,
et conditionne ainsi la capacité.

La capacité d’'un canal est définie comme le maximum de l'information mutuelle moyenne
I(X;Y), X et Y étant les variables aléatoires associées respectivement a ’entrée et a la sortie
du canal. La maximisation est effectuée sur I’ensemble des distributions de probabilité Prx(x)
a l'entrée du canal® :

C = max I(X;Y)

PTx(m)

Afin de faire apparaitre 'effet du canal, la formule de I'information mutuelle est réécrite en
remplacant la loi conjointe par le produit de la loi marginale et de la loi conditionnelle :

— canal discret (entrée et sortie discrétes) :

C= maXZP P(y|z) logz P(yl|x) (1.4)

z

— canal continu (entrée et sortie continues) :

p(y|z)
C= max// p(y|z) log fz,p(m’)p(y|m’)da:’dxdy' (1.5)

La capacité du canal est donc uniquement fonction du canal (plus précisément elle dépend de
la probabilité de transition du canal), contrairement a I'information mutuelle moyenne qui dépend
également de ’entrée du canal. En général, 'information mutuelle est une fonction strictement
concave de la distribution d’entrée et posséde ainsi un maximum unique. Ceci garantit I’existence
de la capacité.

! Prx(x) désigne indifféremment la probabilité P(x) dans le cas discret ou la densité de probabilité p(z) dans
le cas continu
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La maximisation sur la distribution en entrée du canal peut se faire a I'aide de techniques
comme le théoréme de maximisation sous contraintes de Lagrange ou de méthodes non linéaires
comme la méthode du gradient [24]. Dans certains cas, la distribution d’entrée maximisant 1’in-
formation mutuelle est connue. Pour les canaux discrets symétriques par exemple, le maximum
de l'information mutuelle est atteint pour une distribution équiprobable des symboles d’entrée.
Cette propriété facilite grandement le calcul de la capacité.

Notons que l’emploi du logarithme en base 2 dans les équations (1.4) et (1.5) permet d’ex-
primer la capacité en bits par dimension réelle.

1.2.2 Théoréme fondamental du codage de canal

L’un des principaux résultats de la théorie de I'information réside dans le théoréme de codage
formulé par Shannon [72], dont I’énoncé est le suivant :

Théoréme 1.2.1 (Théoréme fondamental du codage de canal)

Pour un tauz d’émission Ry < C, ot C est la capacité du canal en bits/dimension, il existe un
code de longueur N tel que sa probabilité d’erreur soit arbitrairement petite lorsque N tend vers
Uinfini. Cette probabilité d’erreur peut étre majorée par une fonction de la forme :

Pe < 2~ NE(R)

ot E(Ry) est lexposant de Gallager ou exposant de codage aléatoire [43]. L’exposant E(Ry) est
positif pour Ry < C.

Inversement, sur un canal sans mémoire, si Ry > C, quel que soit le code considéré et quelle
que soit sa longueur N, la probabilité d’erreur moyenne par mot ne peut tendre vers 0.

Ce théoréme établit que les données peuvent étre transmises de maniére fiable sur un canal
méme bruité lorsque le taux d’émission R; est inférieur a la capacité. Le lecteur peut se réfé-
rer aux ouvrages [43][24][3] pour une démonstration du théoréme et de sa réciproque. Notons
que ce résultat suppose que le décodage est & maximum de vraisemblance [63] (ML, Mazimum
Likelihood).

L’étude de la capacité du canal permet donc de fixer les limites asymptotiques d’un systéme
codé. Si @ est la taille de la modulation utilisée et R le rendement du code correcteur d’erreurs,
alors le taux d’émission Ry est égal & Ry = R x logy(Q). Pour ce taux d’émission Ry, la connais-
sance de la capacité du canal fournit la valeur maximale de la variance du bruit, ou de maniére
équivalente la valeur minimale du rapport signal-&-bruit, pour pouvoir assurer une transmission
fiable des données lorsque la longueur du code tend vers I'infini. Les paragraphes suivants donnent
Pexpression de la capacité par dimension réelle pour les canaux gaussien (& bruit additif blanc
gaussien, AWGN, Additive White Gaussian Noise) et de Rayleigh. L’influence de la diversité sur
la capacité du canal de Rayleigh est également évoquée.
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1.2.3 Expression de la capacité pour le canal AWGN

Deux cas sont envisagés pour le calcul de la capacité :

— aucune contrainte n’est imposée sur la distribution de ’entrée du canal : dans ce cas,
la distribution gaussienne maximise l'information mutuelle du canal AWGN. L’entrée du
canal est donc continue.

— la modulation & l’entrée du canal est fixée (entrée discréte) : il n’y a alors plus de maxi-
misation sur la distribution en entrée du canal, mais nous appelons capacité 'information
mutuelle obtenue avec cette distribution par abus de langage [80].

La sortie du canal gaussien est supposée réelle (i.e., continue) dans les deux cas.

La premiére hypothése représente le véritable calcul de la capacité du canal gaussien, puisque
la distribution en entrée du canal est la distribution maximisant ’information mutuelle sur ce
canal. La capacité ainsi évaluée donne par conséquent les performances optimales pouvant étre
atteintes sur le canal AWGN. Elle peut étre infiniment grande puisque ’alphabet en entrée du
canal est de taille infinie. Inversement, le cas ol I’entrée du canal est discréte donne les limites
du systéme codé lorsqu’une modulation finie est considérée en entrée du canal. La capacité est
alors limitée par la taille de I’alphabet de la modulation d’aprés l'inégalité (1.1).

Soient X et Y, deux variables aléatoires représentant respectivement l’entrée et la sortie du
canal AWGN. Le bruit, caractérisé par la variable aléatoire Z, est un bruit blanc additif gaussien
de variance Ny par dimension.

Capacité du canal AWGN a entrée et sortie continues

Pour un canal gaussien dont l'entrée et la sortie sont continues, l'information mutuelle
moyenne est maximisée par une distribution gaussienne de la variable aléatoire X [43]. La capa-
cité C du canal vérifie alors :

1 Ey
C=-1 1+2C— 1.6
3106 (1420 ) | (1.6
ou Fj est I’énergie moyenne par bit d'information. Cette capacité s’annule pour (%) B = —1.6 dB.

Capacité du canal AWGN avec entrée discréte et sortie continue

Supposons en entrée du canal une modulation dont les (2 symboles appartiennent & l'alphabet

fini {zg,1,... ,2g—1}. Si tous les symboles sont équiprobables, nous pouvons écrire [80] :
~ p(ylzy)
C = Z /p(y,l'q) 10g2 Q-1 1 ! dy ’ (17)
pr g0 gPWylze)

avec

1 ly — xq|2
A1 1.
p(y|$q) 27Ny xp ( 2N, ’ ( 8)
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En combinant les équations (1.7) et (1.8), la capacité du canal s’écrit :

15 = |2 + 2 — zg | = |2
C =log, Q — 3 > B, |logy [ Y exp (- A , (1.9)
q=0 q¢=0

ol F, caractérise ’espérance mathématique conditionnellement & la variable z.

Les équations (1.6) et (1.9) peuvent étre résolues en utilisant la méthode numérique du point
fixe [22]. La figure 1.2 représente la capacité d’un canal gaussien avec entrée discréte ou continue.
Dans le cas discret, deux modulations ont été envisagées : la modulation de phase binaire (BPSK
Binary Phase Shift Keying) et la modulation d’impulsion en amplitude a 4 états (4-PAM 4 Pulse
Amplitude Modulation). Nous remarquons sur cette figure que les capacités des canaux ayant une

3
canal AWGN a entrée continue .
777777777 canal AWGN a entrée discrete (BPSK)
251 canal AWGN a entrée discréte (4-PAM)
c .
o
[%2]
c
0 T W R N Z
£
9
a
- 15
(0]
Q
2
Q T R N ¢
©
O
0.5
0
-2 0 2 4 : : /

Eb/No(dB)

Fia. 1.2 — Capacité du canal AWGN

modulation discréte en entrée sont effectivement limitées par la taille de ’alphabet, logy(2) =1
pour la BPSK et logy(4) = 2 pour la 4-PAM.

1.2.4 Expression de la capacité pour le canal de Rayleigh

Il est intéressant d’estimer I'impact des évanouissements de Rayleigh sur la capacité du canal.
Nous faisons les hypothéses suivantes :
I’état du canal est toujours parfaitement connu du récepteur (estimation du canal parfaite),
— le canal est entrelacé, de telle sorte qu'il peut étre considéré sans mémoire (canal DMC,

Discrete Memoryless Channel),

— les évanouissements de Rayleigh sont non-sélectifs en fréquence, i.e., il n’y a pas d’interfé-
rence entre symboles (IES),
I’évanouissement est supposé constant sur un temps symbole.
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A Tinstant i, la sortie du canal y; ne dépend donc que du symbole en entrée du canal z;, de
I’évanouissement «; et du bruit blanc additif gaussien z; de variance Ny. Du fait de la détection
cohérente, 1’étude est restreinte & un évanouissement réel dont la distribution est donnée par :

Pala) = 20e”®  avec Ele?]=1.

La capacité du canal de Rayleigh ainsi défini s’obtient en moyennant la capacité du canal gaussien
par rapport & la distribution de I’évanouissement [12] [32] [47] [86] :

C = E,[Cawen(a)] -

Cawan () désigne la capacité du canal gaussien obtenue en fixant la valeur de I’évanouissement
a. Une démonstration de ce résultat est donnée en annexe A.

Les équations (1.10) et (1.11) donnent les expressions de la capacité d’un canal de Rayleigh
& entrée discréte ou continue. La sortie du canal est supposée continue.

Capacité du canal de Rayleigh a entrée et sortie continues

L’information mutuelle est de nouveau maximisée pour une distribution gaussienne des sym-
boles en entrée du canal. La capacité du canal de Rayleigh vérifie alors :

1 CE,
C a |:2 089 ( + « NO ):| , (1 10)

ou F, désigne ’espérance mathématique conditionnellement & a.

Capacité du canal a entrée discréte et sortie continue

Supposons en entrée du canal une modulation dont les @) symboles appartiennent & l'alphabet

fini {zg,z1,... ,2g-1}. Les symboles sont supposés équiprobables. L’expression de la capacité
est :
Q-1 Q-1 2 2
1 2+ alzg — z¢)|" — |2|
C=1log,Q—E, 0 qzo E, |log, ,Zoexp (— 1 2N0q , (1.11)
= q =

ou F, et E, désignent respectivement les espérances mathématiques conditionnellement aux
variables aléatoires « et z.

En appliquant 1’algorithme du point fixe pour résoudre les équations (1.10) et (1.11), nous
obtenons les courbes de la figure 1.3. Pour le cas discret, la modulation BPSK a été choisie. La
capacité du canal AWGN est également représentée pour référence.

La capacité du canal de Rayleigh s’annule pour (%) = —1.60 dB, comme pour le canal

AWGN. L’écart entre la courbe de capacité du canal AWGN et celle du canal de Rayleigh se
creuse lorsque le rendement du code augmente, puis se stabilise & l'infini [54].
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3 T T
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————————— canal de Rayleigh
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FiG. 1.3 — Capacité du canal de Rayleigh

1.2.5 Influence de la diversité sur la capacité du canal de Rayleigh

Considérons maintenant un systéme de communications apportant une diversité L. Ce sys-
téme peut étre modélisé par L canaux de diversité paralléles portant chacun le méme signal
d’information. Chaque canal est un canal de Rayleigh supposé non-sélectif en fréquence et va-
riant lentement de sorte que I’évanouissement est considéré constant sur un temps symbole. Les
évanouissements présents sur chaque canal sont supposés indépendants. Le signal est ensuite
corrompu sur chaque canal par un bruit blanc additif gaussien de variance Nj.

Plagons-nous dans le cas idéal oil le rapport signal-a-bruit instantané total v en réception
est la somme des rapports signal-a-bruit instantanés g, £ = 1,..., L, sur chaque canal (i.e.,
récepteur optimal) :

L
Y=Y -
=1

Pour évaluer la distribution du rapport signal-a-bruit v du signal combiné, nous considérons
sa fonction caractéristique. Comme 7y et ¢, £ = 1,... , L, sont réels et positifs, la fonction de
Laplace F' peut étre utilisée. Elle est définie par :

+oo
F(s) = Bl = /0 exp(=57)py (V) |

ol py(y) désigne la densité de probabilité de v et s est une variable complexe. Les variables
aléatoires -y, sont indépendantes, F(s) devient alors :

L
F(s) = Ele*Tt=17) = [] Ele ] .
=1
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Par ailleurs, les rapports signal-a-bruit -, sont distribués selon une loi de Rayleigh, donc :

Ele 5" oo 1 e
[e™™] = i eXP(—SW)F—ZeXP T, de

= Te /o €xp 8 T, Ye ) aYe

+o0
e (- (o))
= —|———gexp|—|s+t= |
Te| s+r; Ly 0
B 1
- 1+4sTy’
ou I'y désigne la valeur moyenne de ;. Par conséquent :
Lo
F(s)= .
(8) H 1+ SF@
=1
Les L poles de F' se trouvent en s = —FLZ, £=1,...,L. En considérant la transformée inverse
de F', nous obtenons pour la distribution de 7 :
1 [eH exp(s)
py(7) = 2 / 3 c>0.
JT Je—joo H£:1(1+8Pg)

Appliquons maintenant la méthode des résidus. En supposant que les valeurs moyennes I'y sont
toutes égales a T, —F% est un poéle multiple d’ordre L. La distribution de «y s’écrit alors :

) ) a1 (1 1\ " exp(sy)
py(y) = (L —1)! [dSL—l (f‘_L <5+f> @ =

1 1 [dlt '
— o | )] .
T @ - 1)! riL T e(en], g

1 ,.),L—l ol

T @T-0T¢ eXp(_F> '

Pour revenir & la distribution des évanouissements «, il suffit de poser v = o

bruit normalisé), ce qui implique :

(rapport signal-a-

P E[o?]
L
La densité de probabilité p, des évanouissements vérifie ainsi
dy
pal@ = p,00) || =20
) a?(L—l) LL La2
- TR P (‘ E[oﬂ])

_ % (ﬁ)LaQLlexp (—L%) . (1.12)
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ou I'(z) désigne la fonction d’Euler définie par I'(z) = f0+°° e t*~1dt. La loi de 'évanouissement
a est donc une distribution de Nakagami d’ordre L.

La capacité du canal de Rayleigh avec une diversité L peut maintenant étre évaluée & partir
de cette distribution. La connaissance de I’évanouissement par le récepteur est toujours suppo-
sée parfaite. Les équations (1.10) et (1.11) restent valides, mais la distribution de Rayleigh est
maintenant remplacée par une distribution de Nakagami d’ordre L.

La figure 1.4 met en évidence 'impact de la diversité sur la capacité du canal pour L = 4.
Lorsque la diversité augmente, la capacité du canal de Rayleigh se rapproche de celle du canal
AWGN. En effet d’aprés I’équation (1.12) lorsque L tend vers l'infini, la loi de Nakagami tend
vers une loi gaussienne. Inversement, pour L = 1, la loi de Nakagami est équivalente & une
distribution de Rayleigh. Ainsi par la suite, nous ne considérons que le cas du canal AWGN et
celui du canal de Rayleigh, la capacité des canaux a diversité se situant entre celles de ces deux
canaux.

3 T T T
—— Canal AWGN
————————— Canal de Rayleigh

o LT Canal de Rayleigh, L=4
c .
il
[%2])
c
2 2 :
5

1.5 ,
5 V" Entrée continue
@ .
2
s 1
8 R T

Entrée discréte (BPSK)
0.5
0
-2 0 2 4 6 8 10

Eb/No(dB)

FiG. 1.4 — Capacité du canal de Rayleigh avec une diversité L =4

Pour une étude plus compléte de la capacité du canal de Rayleigh, avec ou sans estimation
de canal (parfaite ou non), le lecteur est invité & se référer a [12] [17] [86].

La limite fixée par la capacité d’un canal donne une borne asymptotique des performances
d’un systéme codé. Il s’agit de limites absolues, que seul un code de longueur infinie pourrait
atteindre. En pratique, des codes de longueurs beaucoup plus petites sont utilisés. Les limites
imposées par la théorie de I'information ne permettent alors pas de juger si, pour une longueur
donnée, les codes choisis sont optimaux. Il est donc nécessaire de considérer d’autres bornes
évaluées pour une longueur finie des codes. Une telle approche a été proposée par Shannon en
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1959 [73].

1.3 Performances des codes optimaux de longueur finie

Le théoréme de codage et sa réciproque établissent qu’il existe un code? de rendement R dont
la probabilité d’erreur par mot tend vers 0 si et seulement si R est inférieur & la capacité C du
canal et si la longueur N du code tend vers l'infini. Ce théoréme s’appuie sur ’expression de la
probabilité d’erreur par mot qui est majorée par 2~ VE(E) ou E(R) est 'exposant de Gallager
[43]. Cette borne peut étre utilisée pour évaluer les performances moyennes sur I’ensemble des
codes aléatoires de rendement R et de longueur N fixés, mais 1’évaluation de l'exposant de
Gallager ne donne qu’une estimation peu précise de ces performances lorsque N est fini [28].

Plutét que d’utiliser un tel raisonnement, Shannon propose une approche géométrique pour
calculer la probabilité d’erreur optimale sur canal gaussien d’un code sphérique (i.e., tous les
mots de ce code ont exactement la méme puissance) de longueur N fixée [73]. Cette approche lui
permet de déduire une borne inférieure et une borne supérieure de la probabilité d’erreur optimale
qui sont relativement proches pour de nombreuses valeurs de rendements R et de longueurs V.

Aprés une bréve présentation des hypothéses et des notations nécessaires & la compréhen-
sion de cette étude, nous rappelons ’approche géométrique présentée par Shannon pour le canal
gaussien. Les bornes obtenues sont mises en forme et utilisées pour donner une estimation de la
dimension du code nécessaire pour atteindre des performances données lorsque le rendement du
code est fixé. Par ailleurs, ces performances sont comparées aux performances optimales du cal-
cul de la capacité présenté au paragraphe 1.2 lorsque la longueur du code tend vers l'infini. Ceci
permet de mesurer l'influence de la dimension finie du code sur ses performances. Dans le cadre
de cette étude, nous nous intéressons également aux performances des meilleurs codes connus en
pratique (tels les turbo-codes [11]) et observons leur comportement par rapport & celui des codes
optimaux de méme longueur et de méme rendement. Une analyse similaire a été conduite indé-
pendamment par [28]. Nous proposons alors d’étudier I’évolution de ces performances optimales
sur le canal de Rayleigh lorsqu’une modulation BPSK est utilisée.

1.3.1 Hypothéses et notations

Soit C(N, K) un code en blocs de dimension K et de longueur N. Dans I’approche de Shannon,
le code constitue l'interface entre 'information et le canal, c’est-a-dire qu’il comprend a la fois
le code correcteur d’erreurs et la modulation. La sortie du codeur ¢ = (c1,¢2,... ,cn) est par
conséquent l’entrée méme du canal. Le rendement du code R est égal a % bits par dimension et
peut ainsi étre supérieur & 1. Si les alphabets en entrée et en sortie du code (de Shannon) sont
de méme tailles, alors le rendement est compris entre 0 et 1 (par exemple un code correcteur
d’erreurs binaire et une entrée du canal binaire). Les mots de code sont de méme énergie 2N E,
ou F. est ’énergie moyenne par bit codé. L’énergie moyenne par bit d’information est donnée
par E, = REy. Les symboles ¢;, 4 = 1,... , N sont émis sur un canal sans mémoire dont la sortie
est le vecteur réel y = (y1,... ,Yn).

%le terme code inclut ici le code correcteur d’erreurs et la modulation
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Deux types de canaux sont étudiés :
— le canal gaussien, pour lequel la sortie y est donnée par :

y=c+z Vi=1...,N,

z; représentant un bruit blanc gaussien réel de moyenne nulle et de variance Ny.
— le canal & évanouissements de Rayleigh, pour lequel la sortie y est donnée par :

yi=a;ic+z Vi=1,...,N,

ol ; € [0, 400[ est distribué selon une loi de Rayleigh :

p(a;) = 2a,e™%
Notons que E[a?] est égal & 1 de sorte que la valeur de I’énergie moyenne par bit codé reste
inchangée & la sortie du canal. Le cas oul a; = 1 est équivalent a celui du canal gaussien.

En réception, le décodage est supposé & vraisemblance maximale, comme lors du calcul de la
capacité du canal présenté au paragraphe 1.2.

Considérons maintenant la représentation géométrique du code C dans I’espace euclidien &
N dimensions IRY. Chaque composante d’un mot de code est représentée sur une dimension
différente de IR™. Les mots de code ¢ sont supposés équiprobables et choisis de maniére aléatoire
a la surface de la sphére N-dimensionnelle, notée Sph(O, N), centrée sur 'origine O et de rayon

VE = 2NE,.

La zone de décision ou région de Voronoi d’un mot de code ¢ pour un décodage a maximum
de vraisemblance est un polyédre & N dimensions. Il s’agit plus exactement d’une pyramide
multi-dimensionnelle, notée V(¢), dont le sommet est confondu avec 'origine O ; cette pyramide
est décrite par un angle solide Q. Si Qpy désigne ’angle solide d’une sphére de dimension N,
alors

ZQC:QN.

ceC

L’effet du bruit consiste & déplacer le mot de code ¢ en dehors de sa région de Voronoi V(c).
Soit Pe. la probabilité que ¢ soit porté hors de la pyramide V(¢) par un bruit de distribution
gaussienne sphérique de variance Ny par dimension. La probabilité d’erreur par mot Pe, pour
le code C s’écrit alors :

1
Pe, =+ % Pe. , (1.13)

ot M = 2VE egt le nombre de mots de code de C.

La région de Voronoi V(c) du mot de code ¢ est approchée par un cone circulaire A(c)
délimité par une sphére de dimension N — 1, dont le rayon p. a été choisi de sorte que ’angle
solide ¢ de la pyramide V'(c) est égal & celui du cone A(c). Le demi-angle au sommet du cone
A(c) est noté f.. L’angle solide €2 est ainsi une fonction de 6, et sera dorénavant noté Q(6.).
La spheére de dimension N — 1 et de rayon pe, notée Sph(a, N — 1), est l'intersection de la sphére
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Sph(O, N) et d’un hyperplan . Le centre a de la sphére Sph(a, N — 1) est en fait la projection
du mot de code ¢ sur ’hyperplan H. Les modules des vecteurs a et ¢ vérifient donc la relation
suivante :

lall = llc]| cos(6e) = VE cos(be) -

La figure 1.5 permet de visualiser les différents éléments que nous venons de décrire.

Sph(O, N)

FiG. 1.5 — Représentation géométrique de ’angle solide associé & un mot de code.

1.3.2 Estimation de la probabilité d’erreur Pe, pour le canal gaussien
Borne inférieure de la probabilité d’erreur

Quelle que soit la dimension N de I’espace euclidien, la densité de probabilité du bruit gaussien
z est une fonction décroissante de la distance euclidienne d entre le mot regu et le mot de code
c:

Opz 1 ( d? )
=——exp|—-) - 1.14
oV (2rNp)* P\ 2w (1.14)

En moyenne, les éléments de la pyramide V(c) sont plus éloignés de l'origine que les éléments
du coéne A(c); il peut étre aisément montré que :

Opa / Ops
av > av . 1.15
Ae) OV 7 Jye OV (1.15)

La probabilité pour un mot de code ¢ d’étre déplacé par le bruit a U'intérieur du cone A(c) est
ainsi supérieure & la probabilité que ce mot de code soit déplacé a l'intérieur de sa région de
Voronoi V(¢). La borne de la probabilité d’erreur Pe. calculée & partir de ’espace délimité par
A(c) est donc une borne inférieure.

Soit Q(2) la probabilité qu’un mot de code situé sur ’axe d'un cone d’angle solide 2 = Q(8)
soit déplacé a I'extérieur de ce cone. Pour le mot de code ¢, cette probabilité vérifie :

dp,
Q) =1- / dv .
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Par conséquent en utilisant 1’égalité (1.13) et la définition ci-dessus de Q(€2¢), la borne inférieure
suivante est obtenue pour la probabilité d’erreur Pe,, [73] :

%ZQ(QC) < Pe, . (1.16)

ceC

La densité du bruit est une fonction décroissante de la distance, par conséquent la fonction Q(€2)
est une fonction convexe. Nous avons donc en appliquant 1’inégalité de Jensen :

Q (Qﬁ) < Pe,, .

De maniére équivalente, nous pouvons écrire
Q(6h) < Pe, , (1.17)
ou 6y désigne le demi-angle au sommet du cone d’angle solide Q(6y) = QWN

L’équation (1.17) montre que la probabilité d’erreur optimale d’un code sur le canal gaussien
est minorée par la probabilité d’erreur d’un code qui serait construit en répartissant de maniére
uniforme les M mots de code & la surface de la sphére N-dimensionnelle, de telle sorte que les
cones entourant chacun de ces mots de code soient identiques et de méme angle solide QWN

Borne supérieure de la probabilité d’erreur

Shannon a également évalué une borne supérieure de la probabilité d’erreur optimale. Cette
borne est fondée sur le codage aléatoire. On considére I’ensemble des codes C obtenus en placant
M points aléatoirement sur la sphére de dimension N de rayon vE. Les M points sont placés
indépendamment les uns des autres et sont équiprobables. Par symétrie, la probabilité d’erreur
moyenne de I’ensemble ainsi défini est égale & M fois la probabilité d’erreur moyenne évaluée en
un point particulier noté c.

La probabilité que le mot de code ¢ soit déplacé par le bruit en un point situé dans la région
Reég(0, 0 + df) délimitée par les cones de demi-angles au sommet respectifs 6 et 6+ df est égale a
—dQ(0). Considérons le cone de demi-angle au sommet 6 autour d’un point regu ainsi placé. Si
ce cOne ne contient aucun mot de code, le signal regu est correctement décodé en c¢. Sinon, cela
signifie que d’autres points sont plus proches du mot regu que le mot de code ¢ et par conséquent
le processus de décodage donnera un résultat erroné. La probabilité d’avoir deux ou plusieurs
mots & la méme distance exactement est supposée nulle, et peut ainsi étre ignorée.

La probabilité qu’un( I)IlOt de code soit dans le cone de demi-angle au sommet 6 autour du
Q0

point recu est égale & 5 ~, ou {1y désigne I’angle solide de I'espace total (Q2y = Q(m)). Ainsi,

la probabilité qu'un mot de code soit en dehors de ce cone est 1 — %(—f,). Comme chaque mot de

code est placé indépendamment des autres, la probabilité que M — 1 mots de code (différents

M1
du message ¢) soient en dehors du cone est (1 — %(—i)) ; il s’agit de la probabilité de décoder

correctement le message ¢ pour ce signal recu. Or, la probabilité de recevoir un tel signal est
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—dQ(#), par conséquent la probabilité d’erreur conditionnelle sachant que le mot de code ¢ a été
émis, et que le message regu se situe dans la région Rég(@,0 + df) est égale a

_% (1 - (1 - %(—?)M_l> dQ(0) -

En moyennant sur ’ensemble des mots de code et sur tous les déplacements du bruit, la proba-
bilité d’erreur moyenne Pe/, s’écrit :

pg;:—Ar<y—(-fg?>M1)dey (1.18)

Il s’agit d’une formule exacte de la probabilité d’erreur moyenne sur I’ensemble des codes aléa-
toires. Ainsi, il existe un code particulier Cy tel que sa probabilité d’erreur par mot soit inférieure
& cette probabilité d’erreur moyenne. Nous notons Pe,, la probabilité d’erreur du code optimal.

Afin de faciliter le calcul de la borne (1.18), Shannon propose deux approximations [73] :

et
Qo) \M ! Q6
1 (1_L> < -1
QN
car (1 —z)™ > 1 — nx pour des valeurs positives de z et m. Ainsi pour un angle 6; tel que
0 < 6; <, l'équation (1.18) devient :

Pe, < — &mﬁE@de)—/wde)
(4

0 QN 1

Si ’on choisit pour 81 la méme valeur que pour la borne inférieure, c’est-a-dire 1 = 6y tel que

%ﬁ)) = ﬁ, alors la probabilité d’erreur optimale Pe,, est bornée par :
M [
Pe, < Q) — o [ (0)dQ(0) - (1.19)
Qn Jo
avec Q(m) = 0.

Notons que Battail et al. [4] ont développé des expressions littérales plus élaborées de la
probabilité d’erreur exacte Pe! donnée par I’équation (1.18). Ils ont pu ainsi évaluer les perfor-
mances des codes optimaux sur canal AWGN sans avoir recours aux approximations proposées
par Shannon, mais en effectuant directement le calcul numérique des expressions exactes de la
probabilité d’erreur.

Expression de Q(6)

L’expression de la borne supérieure comme celle de la borne inférieure de la probabilité
d’erreur Pe, font toutes deux intervenir la fonction Q(#). Il est donc nécessaire d’expliciter plus
précisément cette fonction.
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Considérons le schéma de la figure 1.6 représentant une section du coéne de demi-angle au
sommet 6 dans I’espace euclidien & N dimensions. Dans ’équation (1.14), dV représente le volume

dr

dé

d=\/E+7“2—27"\/ECOS9

FiG. 1.6 — Plan du cone de demi-angle au sommet 6.

élémentaire d’un anneau d’épaisseur dr, de largeur rdf et placé & une distance d du mot de code
c telle que d? = E + 2 — 2rVE cos 0. L'expression du volume dV est :

Par conséquent, la densité de la probabilité de déplacer ¢ dans cet élément de cone a I’aide d’un
bruit de distribution gaussienne est :

—d2Q(’l", 9) =

E+r2—2rVE N—1)r"2 (rsinf)N-2
E4r r\/_COSG)( ) 24(_7;sm9) rdrdd .

1
————— - €Xp
(2mNo) V72 ( 2N T ()

d’ol en intégrant selon la variable r entre 0 et 400,

i NN/ ()

E(sin §)? . N—2
dQ(6) (N —1)exp (—72]\]0 ) (sin®) +00 (r—vVEcos0)?\ wy_,
- /0 exp | — N, r " hdr . (1.20)

En utilisant le lemme de David et Kruskal dont 1’énoncé est le suivant :
Foo 1 zZ\V 1
/ z” exp (—§z2 + zVv + lw) dz ~T2m (—) exp (522> lorsque v — +00,
0 e

pour w fixé et

1
2

1 2 1 1
T:[1+Z<\/w2+4—w)] , Zziw\/u—l—l—i—\/z(u—l—l)uﬂ—i—u,

et en posant

= ’]"’
_  [E _ /2NE

w = Nocosﬁ— TOQCOSH,
= N-1,
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une approximation de I’équation (1.20) est :

N
(N -1) ) E. 1 |2E,
—dQ(0) ~ Gsinfe —— 4 = G cosf de, 1.21
Q) ~ /T GEsin 0 PN T2V (121)

avec

1| J2E, [2E, 9
G_Ql N cos d + N cos’ 0 +4| .

La fonction Q(#) peut alors étre évaluée a partir de 'approximation (1.21) et de 1’équation
suivante :

5 ™
a6) = " ~i0@) +Q(3). (122
0
avec (%) = %erfc (w / %), ou erfc désigne la fonction d’erreur complémentaire.

En combinant les relations (1.21) et (1.22), la fonction Q(€) évaluée au point 6y s’écrit :

N
o (e e
0) ~ - ’ )
VN7 +/1+ G?sinf, %G sin? 6y — cos 6
avec E. = RE}.

Calcul de I’angle solide 2(0) et de 6y

Pour évaluer la borne supérieure de Pe,,, il est nécessaire de disposer d’une expression littérale
de I’angle solide ©(#) en fonction de 6. A partir de cette expression, il sera alors possible de déduire
I’angle 6y grace a I’égalité :

Q
N — Tg[o)’ (1.24)

ol R et N sont fixés. Cet angle 0y est ensuite utilisé pour le calcul de la borne supérieure et de
la borne inférieure de la probabilité d’erreur Pe,,.

L’angle solide Qx est, par définition, égal & la surface de la sphére de dimension N et de
rayon unité. La surface d’une sphére de rayon r et de dimension N est donnée par :

S(r,N) = N Vol(1,N) r¥ 71,
ou Vol(1, N) est le volume d’'une sphére N-dimensionnelle de rayon 1. Ainsi,
Qn = N Vol(1,N) .

Le volume d’une sphére N-dimensionnelle de rayon r est égal a [23] :

,R.N/Q ,,.N
VOI(')", N) = m
2

?
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ou I'(z) est la fonction d’Euler définie par I'(z) = f0+°° e~t*=1dt. Pour de grandes valeurs de
N, en appliquant ’approximation de Stirling [1], ce volume devient :

() o
Vol(r,N) ~m ~ N _ "
o N) ~ =

L’angle solide () peut étre calculé en sommant les surfaces d’anneaux élémentaires d€2(¢)
définies par :

d(¢) = S(sin g, N — 1)d = Q_ (sin ¢)¥ ~2d,
d’ou

_(N=1Dn7 2 8 \N_2
9(9)_W /O (sin @)V ~2dg . (1.25)

En combinant les équations (1.24) et (1.25), le rendement du code s’écrit en fonction du demi-
angle au sommet & ’aide de la relation :

R=

ib&( VT () ) |
N T (Y) f%(sing)N-2d¢

Asymptotiquement, lorsque N >> 1, les expressions de ’angle solide et du rendement deviennent :

1 (2en\N? (sin@)N—1
o) ~ 75 (W) ool (126)

oNR V27N sinéy cos 6y
(sinfp)N

(1.27)

Lazic et al. [53] ont développé une expression plus précise de I’angle solide ©(6). Cependant les
résultats obtenus & l'aide de cette expression sont trés proches de ceux présentés par Shannon.
Nous utilisons donc par la suite les expressions asymptotiques proposées par Shannon et données
par les équations (1.26) et (1.27).

En résolvant I’équation (1.27) pour une longueur N et un rendement R du code donnés, nous
obtenons la valeur de 6y a utiliser dans la formule (1.23) pour évaluer une borne inférieure de
la probabilité d’erreur optimale par mot Pe,,. La figure 1.7 représente 1’évolution du rendement
du code R en fonction de I'angle 6y, lorsque N > 1. Cette évolution est indépendante de la
longueur du code N ; asymptotiquement en effet le rendement du code est relié a ’angle 6, par
I’expression :

R ~ —logy(sinfp) (1.28)

Notons également que pour R fixé, approximation (1.26) indique que ’angle solide ©(6) tend
exponentiellement vers 0 lorsque la longueur du code N tend vers I’infini. Ceci signifie que les
mots de code sont de plus en plus proches lorsque la dimension de l’espace augmente.
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FiG. 1.7 — Evolution du rendement R du code en fonction de 'angle 6
Comparaison des bornes (1.17) et (1.19)

La borne inférieure (1.17) et la borne supérieure (1.19) de la probabilité d’erreur optimale
évaluées par Shannon sont identiques & un facteur multiplicatif prés lorsque le rendement R se
situe entre un rendement R, appelé rendement critique [73][85], et la capacité C' du canal. Ce
facteur multiplicatif, noté f(A,8p), est indépendant de la longueur du code N :

cos By — AG sin? 6,

A Q) =1-— ,
1(4;60) 2cos By — AG sin® 6,

ou
_ By _l 2 a2
A_”2RN0 et G= 5 [Acos@-l—\/A cos 9-|—4] .

Lorsque 'angle 6y tend vers ’angle f¢ correspondant & la capacité du canal (évalué en utili-
sant ’approximation (1.28)), le facteur f(A,#p) tend vers 1, les deux bornes sont confondues.
Inversement, lorsque 0y tend vers ’angle g, correspondant au rendement critique, le facteur
multiplicatif f(A,6) tend vers l'infini, et les deux bornes divergent. L’angle g, est en effet
solution de 1’équation :

2cosf — AGsin’? 6 = 0.

Lorsque A — 0, le rapport entre la capacité C et le rendement critique R, tend vers 4. Lorsque
A — 400, l’écart entre R, et C est de 'ordre de 0.5 bit/dimension [73].

Le rendement critique R, est, comme la capacité, une fonction du rapport signal-a-bruit
%. Considérons un rapport signal-a-bruit pour lequel le rendement R et la capacité C' sont
proches I'un de 'autre. D’aprés ce qui préceéde, pour un tel rapport signal-&-bruit, les bornes
inférieure et supérieure de Shannon sont confondues et donnent précisément la valeur de la
probabilité d’erreur optimale. Si I’on augmente le rapport signal-a-bruit, la capacité du canal
s’éloigne peu & peu du rendement R qui se rapproche, quant & lui, du rendement critique R,.
Pour des contraintes raisonnables en termes de probabilité d’erreur dans le domaine du codage
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(par exemple Pe, > 10719) et pour des longueurs de code N > 100, les rapports signal-a-
bruit considérés permettent au rendement R de rester proche de la capacité du canal [74][70]
et d’utiliser ainsi indifféremment la borne supérieure ou la borne inférieure de Shannon comme
estimation de la probabilité d’erreur optimale. Dans la section suivante, nous ne considérerons
donc que la fonction Q(@) pour évaluer la probabilité d’erreur optimale.

Notons que pour R, < R < C, les bornes supérieures et inférieures de la probabilité d’erreur
Pe,, peuvent s’écrire sous la forme e VE(R)+o(N) oy E(R) est déterminé de maniére exacte par ces
bornes et représente une mesure de la rapidité avec laquelle la probabilité d’erreur Pe, tend vers
0 lorsque N tend vers l'infini. Le terme o(IN) désigne un terme négligeable devant N. L’exposant
E(R) est positif pour R < C et s’annule en R = C. Il peut, par ailleurs, étre montré que la
probabilité d’erreur optimale Pe, tend vers 1 lorsque le rendement du code R est supérieur a la
capacité du canal. Le code dont la probabilité d’erreur est Pe,, atteint donc la capacité du canal
gaussien.

1.3.3 Résultats numériques pour le canal AWGN

Les bornes proposées par Shannon ont été évaluées pour un code sphérique aléatoire sur
un canal AWGN & entrée continue. En pratique, nous nous intéressons & la pertinence de ces
bornes lorsque 'entrée du canal est contrainte, par exemple par une modulation binaire ou plus
généralement par une modulation & amplitude constante. Battail et al. [4] ont montré que la
distribution des distances euclidiennes obtenues avec un codage aléatoire et une modulation a
amplitude constante est asymptotiquement identique a la distribution des distances euclidiennes
obtenues par le codage aléatoire & énergie constante proposé par Shannon. Ainsi, les bornes
évaluées par Shannon donnent-elles une bonne prévision des performances optimales accessibles
lorsqu’une modulation & amplitude constante est considérée.

Nous nous intéressons dans ce paragraphe aux rendements R du code compris entre 0 et 1.
La figure 1.8 représente le rapport signal-a-bruit % nécessaire pour atteindre une probabilité
d’erreur par mot égale 3 107> en fonction de la dimension K = R N du code. Plusieurs rende-
ments sont représentés : R = %, %, i. Les limites correspondantes données par la capacité du
canal sont également mentionnées. Nous constatons que lorsque la dimension K du code diminue,
les écarts entre les performances des codes optimaux et les limites données par la capacité du
canal AWGN augmentent rapidement et sont de 'ordre de 5 dB (respectivement, 2.5 dB) pour
les différents rendements considérés lorsque K = 10 (respectivement, K = 100). La capacité du
canal donne alors une estimation beaucoup trop optimiste des performances optimales auxquelles
on peut s’attendre avec un code de cette dimension. Inversement, lorsque la dimension du code
est supérieure & 10, la capacité du canal donne une estimation trés précise des limites du code

envisagé, et I’écart est inférieur & 1/20-éme de dB.

La figure 1.8 peut se lire de différentes maniéres. Elle permet par exemple d’évaluer ’apport
d’un code de rendement inférieur pour une dimension K du code donnée ou encore pour un code
de rendement R donné, de mesurer le gain obtenu en augmentant la dimension du code. Ainsi,

— pour obtenir une probabilité d’erreur de 107° & % = 0.5 dB, il faut considérer un code

de rendement R = % et de dimension K = 500 ou un code de rendement R = % mais de

dimension K = 5000.
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— pour une dimension du code K = 1000 fixée, il faut un rapport signal-a-bruit égal & 0.80
dB pour le code de rendement R = % afin d’atteindre une probabilité d’erreur égale 4 1075,
tandis que le code de rendement R = i n’a besoin que de % = 0.30 dB pour obtenir la

méme probabilité d’erreur.

R=1/2 — —
5 b R=1/3 - 3
5 R=1/4 -
4
Pe,, =107
J:
&
= b
o [
W
1
- Capacités RN 5
r \\\\ \ 1
0F (ﬂ) —
g N N SR D
= v,
10* 107 10° 1¢* 10° 10°

Dimension K

FiG. 1.8 — Evolution du rapport % en fonction de la dimension du code K pour le canal AWGN

La figure 1.9 représente 1’évolution de la probabilité d’erreur par mot en fonction de la
dimension K pour un code de rendement R = % et pour différents rapports signal-a-bruit :
% = —0.40, —0.20, 0.0, 0.20, 0.40, 0.60, 0.80, 1.00 dB. Par exemple, lorsque le rapport signal-
a-bruit est égal a —0.20 dB, la probabilité d’erreur est divisée par un facteur 10° lorsque la
dimension est multipliée par 10. Nous retrouvons également sur cette figure les résultats donnés
par la figure 1.8, & savoir, le rapport signal-&-bruit nécessaire pour atteindre une probabilité

d’erreur donnée, la dimension du code K étant fixée.

Les performances présentées sur les figures 1.8 et 1.9 donnent une estimation de la probabilité
d’erreur par mot optimale en fonction du rapport % et de la dimension du code K. Nous
nous intéressons maintenant & une estimation de la probabilité d’erreur par bit optimale. Nous
considérons une modulation BPSK et un code correcteur d’erreurs binaire. Le rendement R

désigne alors le rendement du code correcteur d’erreurs.

Pour un code de distance de Hamming minimale dymin, une approximation de la probabilité
d’erreur par bit est donnée par :

Pe, ~ ditmin 1,

w -

Gallager [42] a montré que lorsque N est suffisamment grand, les codes binaires aléatoires ap-
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FiG. 1.9 — Evolution de la probabilité d’erreur Pe,, en fonction de la dimension K, R = %

prochent la borne de Gilbert-Varshamov [60], i.e.,

dmin
H2(5: HN ):1—}2,

ou Hj désigne ’entropie binaire et 0 < § < % est la distance minimale normalisée du code. La
probabilité d’erreur par bit optimale, pour un code aléatoire binaire, peut alors s’écrire :

Pe, ~ H;Hlom](l — R) X Pe, . (1.29)

Quelques valeurs de § sont données dans la table 1.1 pour des rendements R usuels.

R [6=H, . .(1—R)

2/[0,1/2]
1/7 0.2812
1/4 0.2145
1/3 0.1739
1/2 0.1100
2/3 0.0615

TAB. 1.1 — Borne de Gilbert-Varshamov sur la distance minimale normalisée

La figure 1.10 présente les probabilités d’erreur par bit obtenues en considérant 1’approxi-
mation (1.29) pour un code aléatoire binaire. Trois dimensions de code sont considérées, K =
128, 1024, 65536, et le rendement est R = % Sur cette figure se trouvent également, & titre
de comparaison, les performances atteintes par un turbo-code de mémes dimensions et de méme
rendement. Ces derniers ont été introduits par Berrou et al. [11] en 1993 et présentent des perfor-
mances trés proches des limites données par la capacité du canal lorsque leur dimension tend vers
I'infini. La structure et les principales propriétés des turbo-codes sont abordées au chapitre 2.
Le turbo-code représenté sur la figure 1.10 est une concaténation paralléle de deux codes convo-
lutifs récursifs systématiques identiques, de rendement % et de polynomes générateurs (37,21).

L’entrelaceur est un entrelaceur pseudo-aléatoire.
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Fica. 1.10 — Comparaison des performances des turbo-codes avec les performances des codes
optimaux pour R = %

Pour les dimensions du turbo-code considérées, 1’écart avec les performances optimales reste
constant pour les rapports signal-a-bruit représentés. Pour une probabilité d’erreur par bit
Pe, = 107*, cet écart est de 0.5 dB pour la dimension K = 65536, 0.7 dB pour K = 1024
et enfin 1.3 dB pour K = 128. L’évolution des performances des turbo-codes en fonction de
la dimension s’explique par le gain d’entrelacement qu’ils présentent. En effet, nous verrons au
chapitre 2 que la probabilité d’erreur par bit des turbo-codes paralléle, pour un rapport signal-
a-bruit fixé, se comporte en N%r’ ou N, est la taille de ’entrelaceur, c’est-a-dire la dimension K
du code pour un turbo-code paralléle. Au-dela de la probabilité d’erreur 1072, I’écart entre les
performances optimales et les performances des turbo-codes se creuse, du fait du changement de

pente observé sur la courbe de probabilité d’erreur par bit de ces derniers et qui provient de leur
distance minimale.

Nous proposons maintenant d’analyser 1’évolution de ces performances optimales en présence
d’évanouissements de Rayleigh. Nous avons vu que les codes ayant de telles performances sont des
codes atteignant la capacité de Shannon lorsque leur longueur tend vers 'infini, c’est-a-dire que
leur probabilité d’erreur tend vers 0 lorsque leur rendement est inférieur & la capacité du canal.
Sur le canal de Rayleigh, bien que nous ne puissions affirmer que les performances de ces codes
restent optimales, ils continuent cependant & atteindre la capacité du canal [71][12] : I'évaluation

de leurs performances donne donc une référence quant aux probabilités d’erreur pouvant étre
obtenues avec de tels codes.

1.3.4 Extension au canal de Rayleigh

Nous supposons dans cette partie que la modulation et le code correcteur d’erreurs considérés
sont binaires. Dans ce cas, le rendement du code C de Shannon (qui regroupe le code correcteur
d’erreurs et la modulation) est compris entre 0 et 1 et désigne également le rendement du code
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correcteur d’erreurs. Les mots de code de C sont sélectionnés parmi les sommets du cube défini par
'ensemble {+/2E.}" de telle sorte qu’ils soient équiprobables et répartis le plus uniformément
possible & la surface de la sphére Sph(O, N). Nous avons vu dans la section précédente qu'une
estimation de la probabilité d’erreur d’un tel code est donnée par la fonction Q(6y), ou 8y est le

demi-angle au sommet du cone d’angle solide Q(6y) = QWN avec M = 2NR
Un mot de code ¢ = (e1,... ,cn) du code sphérique C est affecté par un évanouissement

de Rayleigh, noté @ = (a1,... ,an), qui agit selon les axes du cube {£v/2E.}". Par symé-
trie du probléme, la probabilité d’erreur moyenne par mot Pe, est égale & la probabilité d’er-
reur conditionnelle sachant que le mot de code ¢ a été émis; nous prenons par exemple le mot
¢ = (+V2E., +V2E,,... ,+v2E.). Ce mot de code est transformé par I’évanouissement o en
(a1c1,... ,ancen), noté a ® ¢. La transformation ® désigne par la suite le produit composante
par composante de deux vecteurs. Si A est un ensemble de vecteurs, alors a ® A représente
I’ensemble des vecteurs de A multipliés composante par composante au vecteur c.

Nous cherchons, comme pour le canal gaussien, & évaluer une borne inférieure de la probabilité
d’erreur par mot Pe, du code sphérique C. Pour cela, nous proposons de suivre les étapes ci-
dessous :

1. Pour un évanouissement donné a, évaluer ’angle solide de la région de Voronoi du mot de
codea®e

2. Trouver I'angle 0;(ax) équivalent correspondant & un cone circulaire de méme angle solide
centré sur le point ¢ ® ¢

3. Evaluer la probabilité d’erreur conditionnelle Pe, o = Pe,(01) a'aide de la fonction Q

4. Répéter les étapes 1, 2, 3, pour différents évanouissements de Rayleigh afin de calculer par
simulation Monte-Carlo la probabilité d’erreur Pe, donnée par :

Pe, = [ Peal@lpa(a)da
a
Région de Voronoi de a®c¢
La région de Voronoi du mot de code ¢ aprés évanouissement est notée V(a ® ¢). Pour une

modulation BPSK, les équivalences suivantes peuvent étre écrites en notant y le point recu :

VyeRY, yeV(aoe) © Vdelly-aoc’<|ly—aod|?

N N
& Vel ) (i—wa)? <> (v — aic)?
=1 =1

N N
s vdec Z Q;YiCi > Zaiyicg
i=1 i=1

o Ve, VzeRNtelquez=a oy, |z—c|?<|z-c|?

o VzeRNtelquez=a0®y, z € V(c)

& a®yeV(c). (1.30)
La région de Voronoi du mot ¢ ® ¢ est donc :

Vieoce)=a'oV(e), (1.31)
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S =1 desi 11 1
ol o™ désigne le vecteur (al’ o ,aN).

Angle solide de la région V(a ®c)

Pour évaluer ’angle solide Q(#) de la région de Voronoi V(c) dans le cas du canal gaussien,
Shannon a utilisé le cone A(c) de méme angle solide (6). Ce cone est, comme nous I’avons vu
au paragraphe 1.3.1, délimité par la sphére Sph(a, N — 1) située a U'intersection de I’hyperplan
H et de la sphére Sph(O, N). La sphére Sph(a, N — 1) prend la forme de la région de Voronoi
dans ’hyperplan H ce qui permet, en calculant ’angle solide correspondant, d’obtenir une borne
trés précise de la probabilité d’erreur.

Un tel raisonnement ne peut cependant étre appliqué au canal de Rayleigh. Il n’est pas
possible d’approcher la région de Voronoi V(a ® ¢) dans I'hyperplan a ! ® #H par 'ellipsoide
a~! ®Sph(a, N — 1) pour déterminer de maniére précise la probabilité d’erreur. Les principales
raisons & cela sont les suivantes :

— Lrellipsoide o ! ® Sph(a, N — 1) est centré sur le point ! ®a, qui est radialement aligné
avec le point a~! ® c. Ce point est trés éloigné du point évanoui a ® c. Or, le mot que
nous cherchons aprés évanouissement est le mot & ® ¢, car la distance & minimiser selon le
critere ML est [ly — a © ¢/

— Si nous considérons l'autre distance donnée par le systéme d’équivalence (1.30), i.e.,
|l ® y — cl||?, le point “recu” utilisé est alors & ® y. Cette variable n’a plus la méme loi
de probabilité que y, les composantes de ce point sont en effet des variables aléatoires
gaussiennes de variances distinctes. Or, le raisonnement de Shannon fait I’hypothése que le
bruit est symétrique sur chaque composante. Nous ne pouvons pas utiliser cette distance
pour évaluer la probabilité d’erreur.

— L’ellipsoide a~! ® Sph(a, N — 1) n’épouse pas bien la forme de la région de Voronoi
a1 ®V(c) : la division par a ne conserve ni les distances ni les angles entre deux points
(si a est une variable de Rayleigh, [ﬁ] diverge). Soient deux mots de code ¢y et c2,
séparés avant évanouissement par ’angle 6; = 90° (le demi-angle au sommet du coéne est
45° ; ceci correspond & un code de rendement R = % d’apres la figure 1.7). La figure 1.11(a)
représente la distribution de la dispersion 6; — 6y, si §; est I’angle entre les mots de code
aprés division par . De méme, la figure 1.11(b) donne la distribution du rapport des
distances entre ¢ et co avant et aprés division par a. La longueur du code représenté est
N = 1000.

Au lieu de considérer I'ellipsoide o~ '®Sph(a, N —1), nous proposons de considérer I'ellipsoide
£ = a®Sph(a, N—1) comme approximation de la région de Voronoi a~!®V (c¢) dans I'hyperplan
a @ H. Cet ellipsoide est centré sur e ® a, qui se trouve sur le méme rayon que a ® c¢. L’angle
solide calculé & partir de cet ellipsoide est ainsi centré sur le mot o ® c.

Soient €1 un mot de code voisin du mot de code ¢, et F; la facette de V(c) séparant ¢ de
c1. La facette F; est un hyperplan orthogonal a la droite (¢ c1). Le milieu du segment [c ¢1]
est appelé M; et appartient a la facette Fi. La droite (¢M;) est orthogonale & cette facette. Le
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Fi1G. 1.11 — Dispersion des angles et des distances aprés multiplication ou division par a

point M7 est donc la projection orthogonale du point ¢ sur la facette Fi ; il représente a ce titre
un point critique pour la probabilité d’erreur en présence de bruit blanc additif gaussien. Aprés
évanouissement, la nouvelle facette entre & @ ¢ et & ® ¢; est, d’aprés U'égalité (1.31), égale a
I’hyperplan a~! ® Fj. Or, le milieu du segment [(a ® ¢) (& ® ¢1)] est le point @ ® M; et la
droite ((a®c) (a® My)) est orthogonale & la facette a~! ® F;. Par conséquent, le point o ® M
appartient & la facette a~! ® F et est la projection orthogonale de e ® ¢ sur cette facette.

Considérons maintenant un second mot de code c¢2 voisin du mot de code ¢, tel que les
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facettes relatives aux mots ¢1 et c2 forment un coin de la région de Voronoi, comme le montre la
figure 1.12. Nous définissons comme pour le mot de code ¢1, le point milieu Ms et la facette Fo
tels que My € Fy. L'intersection des facettes Fy et Fy forme le coin de V(¢) situé entre ¢1 et c2;
il s’agit par définition d’un espace de dimension N — 2. L’intersection de cet espace avec le plan
‘P contenant les vecteurs ¢, ¢1 et c2 est un point noté A. Le point A est en fait I'intersection de
la médiatrice de [¢ ¢1] qui passe par M; et de la meédiatrice de [c c2] qui passe par Ms. Nous
appellons par la suite ce point A “pointe” de la région V (c).

La projection de la sphére Sph(a, N — 1) sur le plan P donne une sphére passant entre le
point A et les deux points M; et M, par définition du cone A(c). C’est pour cela que nous disons
que Sph(a, N —1) prend la forme de la région V(¢). Ceci est d’autant plus vrai que le nombre de
facettes de la région de Voronoi V' (c) est grand lorsque la dimension de I’espace N est grand ; en
effet la forme hexagonale de la région V(c) ressemble alors & une forme circulaire. La probabilité
d’erreur évaluée a partir de ’angle solide de Sph(a, N — 1) donne alors une valeur trés proche de
la véritable probabilité d’erreur.

Aprés évanouissement :

¢ devient a®ec,

c1 devient a® ey,

c2 devient a ® ca,
M, devient a® M,
My devient a ® Mo,
F1 devient a® Fi,
Fo devient a @ Fo,

facette F1 facette Fo

Fi1G. 1.12 — Disposition des mots de code ¢, ¢1 et c2

Comme nous 'avons vu précédemment, o ® My et o ® My se trouvent respectivement sur
les facettes o ® Fy et ¢ ® Fy de la région de Voronoi de e ® c. Par ailleurs les figures 1.11(a) et
1.11(b) montrent que les angles et les distances ne varient que trés peu lors de la multiplication
par a. Le point o ® A est par conséquent positionné & 'intersection des facettes a ® F1, a ® Fo
et du plan & ® P contenant les vecteurs a ® ¢, a ® ¢1 et a ® cz2. La distance du point « © A &
Dellipsoide € reste ainsi quasi-constante (i.e., similaire & la distance entre A et Sph(a, N —1)). Il
en est de méme pour la distance des points o ® M; et o« ® My a Dellipsoide £. La projection de
€ sur le plan o ® P est centrée sur le point o ® ¢ et passe comme pour le canal gaussien, entre
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la pointe ¢ ® A et les deux milieux o ® M et aa ® My. Rappelons que ces deux derniers points
sont des points critiques pour la probabilité d’erreur en tant que projection orthogonale du mot
a @ c sur les facettes de la région de Voronoi. L’angle solide calculé & partir de £ représente donc
une approximation correcte de ’angle solide de la région de Voronoi V(o @ c).

Calcul de P’angle 6,

L’ellipsoide &£ est défini comme l’intersection de I’hyperplan o ® H et de l'ellipsoide de
dimension N centré a l'origine, @ ® Sph(O, N). Tous les points x appartenant a ellipsoide £
vérifient donc les deux équations suivantes :

N 2
a ® Sph(O, N) : Y% -E (1.32)
(0%
=1
et
N a;T;
aOH: > (;’ la)? . (1.33)
i=1

Le point ac® a est le centre de 'ellipsoide £ et appartient & la droite (O a®¢), comme le montre
la figure 1.13.

L’angle solide Q(61) est égal a la surface de ellipsoide &, qui est en fait un volume de
dimension N — 1, projeté sur la sphére unité de dimension N. Une bonne approximation de la
surface (6;) est :

Q(6,) ~ Vol(1 ?i 1:[ (1.34)

ol les d; sont les projections des N — 1 axes de 'ellipsoide £ sur la sphére unité. Chaque axe de
Dellipsoide est défini par deux points opposés par rapport au centre o ® a. La distance 2d; est
la longueur de ’arc obtenu aprés projection des deux points opposés sur la sphére.

||E2

Pour trouver les 2N — 2 points x = (z1, z,... ,zy) définissant les N — 1 axes de 'ellipsoide
&, nous devons optimiser la quantité ||x — a ® a||? en prenant en compte les deux contraintes
données par les équations (1.32) et (1.33). En introduisant les multiplicateurs de Lagrange X et 7y
associés respectivement aux contraintes (1.32) et (1.33), la nouvelle fonction & optimiser devient :

z? N gz
fx) =[x -aoal® - (Za—’g - ) (Z — —|a ||2> (1.35)
i=1 ¢ i=1
d’on, aprés dérivation de f(x) par rapport a tous les z;, 1 =1,... ,N,
o] 3
73040; + o5 a;
=t 1.36
i a? - ( )
car A # o?. En effet, si A = o7, alors la condition (1.33) méne & v = —2a? = —2\. Dans ce cas,

la contrainte (1.32) conduit & x; = aya;, c’est-a-dire x = & ® a, le centre de ’ellipsoide.
7 7
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a ® Sph(O, N)

Fia. 1.13 — Aprés évanouissements

En remplacant z; par I’équation (1.36) dans la condition (1.33), nous obtenons :

(242)3 4 =0
2 Z,:1012—>\ ’

7

soit

a’
75 =0 (1.37)
- Y
2

2 = (cosp)? et par conséquent 1'équation (1.37) devient :

N
E: 2
@;

=1

Or a; = ¢; cos by donc a

1
=0. 1.38
— (139

Cette équation définit un polynéme de degré N — 1 dont les N — 1 racines A; correspondent
aux N — 1 axes de l'ellipsoide. Pour résoudre cette équation, nous classons les valeurs «;, j =
1,..., N, par ordre croissant. Nous remarquons alors qu’entre deux valeurs consécutives «; et
aj+1 se trouve une racine A; de I’équation (1.38). Nous évaluons cette racine par dichotomie sur
lintervalle |a, o1

Pour une racine A ainsi déterminée, 1’équation (1.32) méne a :

(
o a? (3 +a?)”

? =F. (1.39)
2 _ \\2
=1 (ai )\)
Posons
N 1
o= Z 2 2
=1 (al_)\)
N o?
Va = ———,
’ Z:(a%—w
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L’équation (1.39) devient :

1
2 _— =
Viy? + 4Vay + 4 <V4 — 00) 0. (1.40)

Il s’agit d’une équation du second degré en v, dont le déterminant est positif. Pour chaque valeur
de ) il existe donc deux valeurs 4 et yp de y associées aux deux points opposés autour du point
a © a. Chaque triplet (A,v4,vp) définit un axe de l'ellipsoide. Aprés résolution de 1’équation
(1.40), nous obtenons :

—2Vo £ 24/Vi2 — Vi(Va — 1/ cos? )
i '

YA,B = (1.41)

Les distances d; nécessaires pour évaluer I’angle solide €2(6;) sont alors définies par :
2 =) +¥8(Y)  i=1...,N—-1,

ot les deux angles 14 et 1p appartiennent & [0, §], et sont exprimés en radians. Ces deux angles
sont égaux a la longueur de 1’arc se trouvant sur la sphére unité et liant la projection du centre
de V'ellipsoide a¢ ® a & la projection du point x déterminé par I’équation (1.36). Si

N
<Xy >=) ziy;
=1

désigne le produit scalaire dans 1'espace euclidien IRY, alors les angles 14 et ¢ sont définis par
les équations suivantes :

x(Aj, 74,4 a@a x(N\j,vB.4 a®a
(A 74,4) , > cos(p) =< (B, 78,) , > .
[x(Aj, v40)ll" lee @ 2 1x(Aj,784)ll" [l © &

cos(1p4) =<

A partir des distances d; que nous venons de calculer, nous pouvons maintenant déduire
l’angle solide (61), en utilisant ’équation (1.34). Puis, en résolvant ’équation (1.26), nous
obtenons le demi-angle au sommet #; d’un céne de méme angle solide. Enfin, de 1’équation
(1.23), nous déduisons la probabilité d’erreur conditionnelle @Q(#;). En moyennant ensuite sur les
vecteurs a, nous obtenons une approximation de la borne inférieure de la probabilité d’erreur
par mot du code sphérique sur le canal de Rayleigh.

1.3.5 Résultats numériques pour le canal de Rayleigh

La figure 1.14 présente I’évolution du rapport signal-a-bruit nécessaire pour atteindre une
probabilité d’erreur par mot de 10~5 en fonction de la dimension du code binaire. Cette évolution
est représentée pour les rendements R = %, %, i. Les limites lorsque la longueur du code tend
vers l'infini sont évaluées a partir de I’expression de la capacité donnée par I'équation (1.11) et

sont mentionnées sur la figure en guise de comparaison.

La figure 1.15 illustre la probabilité d’erreur par mot pour un code binaire de rendement %
sur canal AWGN et canal de Rayleigh. Différentes dimensions du code sont représentées, K =
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FI1G. 1.14 — Evolution du rapport signal-a-bruit en fonction de la dimension du code pour le canal

de Rayleigh

100, 200, 400, 800. Lorsque la dimension K du code augmente, les performances se rapprochent de
la capacité du canal de Rayleigh qui se trouve & 0.45 dB pour un code de rendement %, lorsque la
modulation employée est une BPSK. Pour une probabilité d’erreur par mot Pe, = 1075, I’écart
entre les performances sur canal AWGN et sur canal de Rayleigh, & peu prés identique pour les
dimensions considérées, et de ’ordre de 1.90 dB.
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FiG. 1.15 — Performances sur canaux AWGN et de Rayleigh pour R = %, K = 100, 200, 400, 800
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Les figures 1.16 et 1.17 comparent les probabilités d’erreur par mot obtenues sur canal de
Rayleigh et canal AWGN pour des dimensions K = 100, 200,400, 800 lorsque le rendement du
code est respectivement R = % et R= %.

T e s e it PP
K e G NG — K=200
1e-02 o N . e ﬁfggga

1e-04 b T — _—,— g

le-05k U V¥ W V- Ravleigh ——— < ——~= ]

1606 b TR, |

Probabilité d’erreur par mot Pew

1e-07 AN

1e-08
0 3
Eb/No(dB)

Fi1a. 1.16 — Performances sur canaux AWGN et de Rayleigh pour R = %, K =100, 200,400, 800
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F1a. 1.17 — Performances sur canaux AWGN et de Rayleigh pour R = i, K =100, 200,400, 800

La figure 1.18 présente les performances d’'un turbo-code de rendement R = % construit
a partir de deux codes convolutifs récursifs systématiques de rendement % et de polyndémes

générateurs (37,21). La probabilité d’erreur par bit atteinte par ce turbo-code sur le canal de
Rayleigh est comparée & la probabilité d’erreur par bit des codes optimaux. Cette derniére est
obtenue en utilisant 1’approximation (1.29). Lorsque la probabilité d’erreur est Pe, = 1074,
I’écart entre les deux courbes est de 0.5 dB pour K = 1024 et 1.4 dB pour K = 128 ces écarts
sont & peu prés identiques aux écarts relevés pour le canal gaussien (la méme remarque peut
étre faite pour les probabilités d’erreur par mot). Quand le taux d’erreur binaire diminue, les
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performances des turbo-codes ont tendance & s’éloigner des performances des codes optimaux en
raison de l’apparition du phénomeéne de palier (“error-floor”) di a leur faible distance minimale.

. —— " Code optimal
. S Turbo-code

le-02

1e-03 \ "= K128

K=1024 A——N

le-04

Probabilité d’erreur par bit Peb

le-05 \ =
2 25 3 35 4 4.5 5 55 6
Eb/No(dB)

Fi1G. 1.18 — Comparaison des turbo-codes avec les codes optimaux sur canal de Rayleigh, R = %

1.4 Conclusions

Nous nous sommes intéressés dans ce chapitre aux limites des systémes de codage lorsque le
critére du maximum de vraisemblance est retenu pour le décodage. Ces limites ont été étudiées
tout d’abord pour des codes de longueur infinie ; elles sont dans ce cas déterminées par la capacité
du canal considéré. Les expressions littérales de la capacité ont été écrites en fonction du rapport
signal-a-bruit % du systéme pour les canaux AWGN et de Rayleigh. L’influence de la diversité
sur la capacité du canal de Rayleigh a également été étudiée.

Dans un second temps, nous avons présenté l’approche géométrique proposée par Shannon
pour évaluer les performances des codes optimaux de longueur finie et de rendement fixé, sur
le canal AWGN. Cette approche permet de déterminer le rapport signal-a-bruit nécessaire pour
atteindre une probabilité d’erreur par mot donnée, en fonction de la dimension K du code. Nous
avons également utilisé cette étude pour analyser 1’évolution de la probabilité d’erreur par mot
en fonction du rapport signal-&-bruit pour une dimension K et un rendement R du code fixés.
Afin de déduire de ces performances la probabilité d’erreur par bit optimale, une approximation
de la distance minimale des codes optimaux a été introduite en se basant sur la borne de Gilbert-
Varshamov pour les codes binaires aléatoires. Nous avons alors pu comparer ces taux d’erreurs
binaires aux performances obtenues par simulation d’un turbo-code de rendement R = % Il est
apparu que ’écart entre les performances augmente lorsque la taille de I’entrelaceur du turbo-
code diminue.

Enfin, nous avons étudié I’évolution de la probabilité d’erreur optimale en présence d’évanouis-
sements de Rayleigh, lorsqu’une modulation BPSK est employée. Les performances du turbo-code
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considéré pour le canal gaussien ont été comparées & la nouvelle borne obtenue. L’écart avec cette
borne est resté quasi-identique & celui observé sur le canal gaussien pour différentes dimensions
du code.
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Chapitre 2

Principes des codes composites

La recherche de bons codes longs imitant le codage aléatoire a toujours été un défi pour la
communauté du codage. Il s’agit de trouver des codes permettant de se rapprocher des limites
fixées par Shannon présentées au chapitre 1. Le codage et le décodage de ces codes doivent étre
simples, du moins réalisables en pratique. Shannon ne propose dans sa théorie aucune “recette”
pour atteindre les performances optimales si ce n’est le codage aléatoire. Ce dernier est certes
facile & mettre en ceuvre, mais requiert un décodage exhaustif de complexité prohibitive lorsque
la longueur du code tend vers l'infini.

La composition de codes est une méthode spécifique permettant de construire de longs codes
a partir de codes plus simples. Elle inclut en particulier des techniques comme la concaténation
[33], l'intersection [42][76], ou encore le produit [31] de codes. Ces codes suscitent un regain
d’intérét du fait de leurs excellentes performances, moyennant une faible complexité de décodage
par rapport & un unique code de méme longueur. En effet, leur structure favorise le décodage
des différents codes constituants du code composite! de maniére paralléle ou séquentielle. Par
ailleurs, si 'on considére un décodage & entrée et & sortie souples pour chaque code composant,
il est alors possible d’itérer simplement le processus de décodage, comme nous le verrons par la
suite. Ces codes sont appelés codes composites.

Nous allons tout d’abord présenter les principales méthodes de combinaison de codes qui
permettent de construire des codes composites. Puis nous nous intéressons a la représentation
graphique de ces codes. Dans une troisiéme partie, nous décrivons leurs performances théoriques
pour un décodage & maximum de vraisemblance. Un tel décodage étant irréalisable en pratique,
nous expliquons les principes du décodage itératif en présentant les principaux algorithmes qui
peuvent étre utilisés. Nous insistons plus particuliérement sur deux algorithmes que nous avons
utilisés tout au long de ce travail : I’algorithme aller-retour [2] et 1’algorithme de Fossorier-Lin
[37] pour le décodage souple des codes en blocs. Nous avons adapté ce dernier algorithme afin
d’en extraire une sortie souple pour itérer le processus de décodage. Enfin, nous concluons sur les
performances obtenues avec les différents codes présentés, qui sont comparées aux performances
optimales évaluées dans le chapitre précédent.

lpar abus de langage et dans un souci de simplification, nous utiliserons désormais la dénomination code
constituant pour traduire le terme anglais constituent code
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2.1 Différentes structures de codes composites

La combinaison de codes repose essentiellement sur trois méthodes : la concaténation, ’'inter-
section et le produit de codes. Ces différentes techniques sont décrites ci-aprés et illustrées par
quelques exemples couramment évoqués dans la littérature.

2.1.1 Concaténation de codes

Les codes concaténés furent introduits par Forney en 1966 [33]. Celui-ci proposa de construire
de longs codes en blocs par concaténation série de codes beaucoup plus simples. Le schéma
général initialement proposé par Forney est représenté sur la figure 2.1 : Ni et N sont les
longueurs respectives du code extérieur C' et du code intérieur C?, tandis que R; et Ry sont leurs
rendements respectifs. La longueur totale du code est N = Ny et son rendement est R = R; R».
Le code intérieur prend pour bits d’information la sortie codée du code extérieur. Le décodage
se déroule en deux phases : la sortie du canal est utilisée par le décodeur intérieur pour estimer
un mot de code de C?, puis cette estimation est transmise au décodeur extérieur pour décoder
un mot de C'.

Le code extérieur originalement proposé par Forney est un code de Reed Solomon, pour lequel
il existe un schéma de décodage efficace fondé sur la structure algébrique du code, I’algorithme de
Berlekamp-Massey [10]. Le code intérieur est un code BCH binaire, dont le décodage est amélioré
a l'aide de l'algorithme GMD (Generalized Minimum Distance) [34], qui permet d’utiliser la
sortie souple du canal. Par la suite, d’autres codes ont été considérés. Notons en particulier

Supercodeur (N,R) Superdécodeur
Codeur Codeur . 4
— » Extérieur »| Intérieur »| Canal > ?r?t%??eeuurr > Eifgr?ggrr o
(N1, R1) (N2, R2)

FiG. 2.1 — Structure générale d’un code concaténé de Forney.

I'introduction de codes convolutifs comme codes intérieurs dans des schémas de codage tels que
celui utilisé pour la sonde Galiléo [18], ou encore comme codes intérieurs et extérieurs dans le
schéma de codage des turbo-codes série [6][7]. L’'un des principaux intéréts d’un schéma de codage
concaténé construit a partir de deux codes convolutifs est la disponibilité d’un décodeur optimal
maximisant la vraisemblance (algorithme de Viterbi) ou la probabilité a posteriori des symboles
(algorithme aller-retour) en sortie du décodeur, ce qui permet d’une part de transmettre une
information souple d’un décodeur & I’autre afin d’éviter toute perte d’information, mais également
d’itérer le processus de décodage comme le décrivent Benedetto et al. [6][7].

Alors que la concaténation série consiste a coder le résultat d’un codage antérieur, il est
également possible de considérer une concaténation paralléle, comme celle décrite notamment
dans D’article original sur les turbo-codes paralléle? [11]. Le schéma de codage est alors celui

2nous appelons pour simplifier turbo-code paralléle (respectivement turbo-code série) un turbo-code construit
a partir d’une concaténation paralléle (respectivement série) de codes élémentaires.
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représenté sur la figure 2.2 pour deux codes constituants. Le schéma de décodage est toujours

Codeur 1
> —
Ni, Ry
|
Entrelaceur
Codeur 2
> —
N2, R

Fia. 2.2 — Structure générale d'un code concaténé paralléle.

fondé sur le méme principe, i.e., chaque code constituant est décodé seul, en prenant en compte le
résultat du décodage du code constituant précédent ou du décodage global précédent. Alors que
la structure initiale des turbo-codes paralléle utilise des codes constituants convolutifs, récursifs,
systématiques et identiques, il est également possible de considérer comme codes constituants
des codes en blocs [48], ou des codes constituants différents |75].

Le rendement global de la concaténation paralléle représentée sur la figure 2.2 (J = 2 codes
constituants) est donné par :

R1Ry
R=——.
R+ Ry

Dans le cas des turbo-codes paralléle, les codes constituants étant systématiques, la sortie du
codeur est perforée afin de ne garder qu’une unique version de la séquence d’information. Si ’on
néglige la fermeture du treillis des codes convolutifs, le rendement du turbo-code est :

R Ry

R= ,
R+ Ry — Ri1Ry

soit, si les deux codes sont identiques,

2—R;

R

2.1.2 Intersection de codes

En 1963, Gallager a introduit une famille de codes correcteurs d’erreurs construits a partir de
matrices de parité a faible densité, appelés codes LDPC (Low Density Parity Check Codes) [42].
Ces codes furent longtemps oubliés bien qu’exploitant des idées particuliérement pertinentes pour
la construction de bons codes. Ainsi, Gallager utilise des permutations aléatoires reliant les codes
de parité afin de construire un code efficace de faible complexité et imitant le codage aléatoire. Le
décodage proposé est un décodage probabiliste, “ancétre” en quelque sorte du décodage itératif.
Depuis 1993 et I'introduction des turbo-codes, les codes LDPC sont largement redécouverts et
exploités sous différentes formes [58][56][66][25].

Un code LDPC de paramétres (N, 7,#) est un code en blocs linéaire de longueur N tel que
sa matrice de parité H a j “1” par colonne et £ “1” par ligne. Les nombres j et £ sont trés petits
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N colonnes
100 001
010 000
‘ 000 100
N dignes ) . ~— £ "1" parligne

f

j "1" par colonne
F1G. 2.3 — Matrice de Parité d'un code LDPC (N, j,£).

par rapport a la longueur du code N afin d’obtenir une matrice de parité & faible densité. La
figure 2.3 illustre la matrice de parité d’un code LDPC. Cette matrice H a par conséquent Nj//¢
lignes, i.e., le code est constitué de Nj /£ équations de parité (parity check equations notées pce).
Chaque bit appartient & j pce et chaque pce implique £ bits. Le rendement du code vérifie donc :

RZl—%,
I’inégalité provenant du fait que les lignes de la matrice H ne sont pas forcément indépendantes
en raison des permutations aléatoires.

La matrice de parité H, telle que présentée par Gallager dans sa thése [42], peut étre divisée
en j sous-matrices H',... , H7  chacune contenant un seul “1” par colonne. La premiére sous-
matrice H! est une sorte de matrice identité dans laquelle chaque “1” serait remplacée par £ “1”,
et dont le nombre de colonnes serait par conséquent multiplié par un facteur £. Les j — 1 autres
sous-matrices H2,... , H/~1 s’obtiennent en appliquant j — 1 permutations aléatoires o, . .. )T
sur les colonnes de la sous-matrice H'. Ainsi la matrice d'un code LDPC (N = 20,j = 3,/ = 4)
particulier est donnée sur la figure 2.4. On remarque qu’en sommant l’ensemble des lignes de
chaque sous-matrice on obtient une ligne ne contenant que des «1» ce qui signifie qu'il y a au
moins 7 —1 = 2 lignes dépendantes dans cette matrice de parité et que le rendement est supérieur
al—3=1/4.

Ce code LDPC peut également étre vu comme l'intersection de j super-codes C, ... ,C7 dont
les matrices de parité respectives sont H',... , H/. Comme chaque sous-matrice est constituée
de % équations de parité mutuellement exclusives, chaque super-code est la somme directe de %
codes de parité notés Cy(¢,£ — 1). Nous avons par conséquent les deux relations suivantes :

N
c=[()C" et Cizéco Vi=1,....],
i m=1

ou le signe @ désigne ici la somme directe de plusieurs codes. Notons qu’il peut étre nécessaire
de systématiser la matrice de parité du code LDPC pour calculer le rendement du code ou
encore pour faciliter le codage, qui reste I'inconvénient majeur des codes LDPC malgré plusieurs
tentatives de simplification [67]. Aprés systématisation de la matrice H, celle-ci n’est plus a faible
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11110000000000000000
00001111000000000000

00000000111100000000 H!
00000000000011110000
00000000000000001111
10001000100010000000
01000100010000001000
Hios4 = 00100010000001000100 H?

= 00010000001000100010
00000001000100010001

10000100000100000100
01000010001000010000
00100001000010000010 H?
00010000100001001000
00001000010000100001

F1G. 2.4 — Matrice de Parité d’'un code LDPC (20, 3,4).

densité. Or, le décodage probabiliste proposé par Gallager utilise cette propriété particuliére de
la matrice de parité; il est donc nécessaire de considérer la matrice systématique pour le codage
et la matrice de parité & faible densité pour le décodage. Ces matrices sont identiques a une
permutation pres.

La construction de codes & faible densité introduite par Gallager peut étre généralisée en
remplacant les codes de parité par des codes en blocs linéaires plus complexes. Ainsi en 1981,
Tanner [76] a introduit des codes construits & partir de graphes bipartites utilisant un entrelaceur
déterministe. Plus tard, Boutros et al. [14], et Lentmalier et al. [55] ont proposé indépendamment
des codes & faible densité construits & partir de codes de Hamming et de permutations aléatoires.
Ces codes sont appelés codes a faible densité généralisés construits & partir de codes en blocs,
notés GLD blocs (Generalized Low Density Codes). Ce sont des codes de Tanner fondés sur des
graphes bipartites aléatoires.

La matrice de parité d'un code GLD de longueur N construit & partir d’'un code en blocs
Co(no, ko) est obtenue en remplagant chaque ligne de la matrice de parité du code LDPC par
ng — ko lignes incluant une copie de la matrice de parité Hy du code linéaire en blocs Cjy. Cette
opération est représentée sur la figure 2.5, lorsque la matrice de parité est constituée de J = 2
sous-matrices®. Par définition, les codes Cy sont disjoints. La premiére sous-matrice H' est donc
la somme directe de n—]\(]) codes identiques (. La matrice du code GLD est formée de J sous-
matrices qui sont des versions entrelacées de la sous-matrice H'. Par conséquent, comme pour
les LDPC, nous avons les relations suivantes :

N

J ng
C=()C" avec C'=m(C*) Vi=1,...,J et C*=P Colno,ko) .

=1 m=1

Si Cy est de rendement 7, et si les permutations 7j, j =1,...,J sont aléatoires (m n’est autre
que l'identité, C! = m(C')) alors le rendement du code GLD correspondant vérifie 'inégalité :

RZ].—J(]_—’I‘()).

3J ne désigne plus maintenant le nombre de “1” par colonne, mais le nombre de sous-matrices. Il peut y avoir
plus d'un “1” par colonne dans chaque sous-matrice.
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F1G. 2.5 — Matrice de Parité d’un code GLD avec J = 2 sous-matrices.

2.1.3 Codes Produits

L’idée de combiner des codes simples pour obtenir un code plus complexe n’est pas récente :
1966 pour les codes concaténés, 1963 pour les intersections de codes. Une autre solution pour
construire un code composite est de considérer des codes produits, introduits en 1954 par Elias
[31]. Le principe d'un code produit est d’écrire les mots d'un code selon les lignes d’une matrice
puis de recoder ces mots & ’aide d’un second code appliqué sur les colonnes. En généralisant ce
processus & un tableau & J dimensions et en faisant tendre J vers l'infini, Elias a montré que la
probabilité d’erreur d’un tel code tend vers 0.

Si I’on considére J codes linéaires binaires C'(Ny, K1,d;), C?(No, Ky,d), ... ,C’ (N, K;,dy),
le code produit C = C' x C? x ... x C” représente toutes les matrices pour lesquelles les diffé-
rentes dimensions sont des mots de code des C*, i = 1,... ,J. Dans le cas particulier ou J = 2

et ol les deux codes sont systématiques, une représentation du code produit est donnée sur la
figure 2.6. Le code produit C a pour longueur N = H;-Izl N; et pour rendement R = H;-Izl R;.

K N1 — K3
T
|
|
|
. ! iz
Ko Information | Parite
|
|
|
|
___________ -
|
Ny — Ko Parité : Parité
|

F1G. 2.6 — Structure d’un mot de code systématique du code produit pour J = 2.

De méme la distance minimale du code produit C est égale au produit des distances minimales
de ses codes constituants, i.e., d = H;']:1 d;. Notons que, du fait de la linéarité du code, la parité
qui se trouve dans la partie en bas & droite du code produit sur la figure 2.6, est & la fois parité
pour le code C? et parité pour le code C2.
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Les codes produits initialement proposés par Elias ont été construits & partir de codes en blocs
et plus particuliérement d’équations de parité. Pour augmenter la longueur du code produit tout
en gardant son rendement constant, il faut augmenter soit la longueur des codes constituants,
soit le nombre de dimensions du code produit, en contrélant le rendement de chaque code consti-
tuant. Dans le premier cas, la complexité du décodage de chaque code constituant augmente,
tandis que dans le second cas, le code produit souffre d’'une perte d’efficacité. Pour remédier
& ce probléme, nous proposons d’utiliser des codes convolutifs comme codes constituants. Pour
construire le code produit, il est alors nécessaire de les transformer en codes en blocs. Différentes
méthodes sont disponibles & cet effet, dont la troncature du treillis du code convolutif ou ’ajout
de bits de fermeture. L’inconvénient de telles techniques est que les derniers bits émis ne sont pas
correctement protégés avec la premiére méthode, et que le rendement du code final est sacrifié
avec la seconde méthode. Or, dans le cas des codes produits, pour J = 2 par exemple, la longueur
du code ligne, comme celle du code colonne, est trop petite pour tolérer des bits de fermeture
qui engendreraient des pertes en rendement trop importantes. Par conséquent, nous proposons
d’utiliser des codes convolutifs a treillis circulaire (tail-biting codes, notés codes TB), qui per-
mettent de convertir de maniére efficace des codes convolutifs en codes en blocs quasi-cycliques
sans diminuer le rendement du code. Ceci se fait en forcant 1’état initial et ’état final du codeur
& étre identiques, grace & la manipulation illustrée dans ’exemple suivant.

Afin de garder la structure du code produit représentée sur la figure 2.6, c’est-a-dire la sépara-
tion des bits d’information et des bits de parité, nous considérons un code convolutif systématique
récursif (code RSC). Dans le cas d'un code non récursif, ’état final du codeur correspond aux
derniers bits d’information transmis; par conséquent, il est aisé de commencer et de finir dans
le méme état. Pour un code RSC, le probléme est 1égérement différent. Prenons ’exemple d'un
code de rendement R = 1/2, de polynémes générateurs g1 = (5)s = [g11 ¢12 ¢13] = [1 0 1]
et g0 = (7)s = [g21 922 ¢23) =[1 1 1]. Le polynéme gy est le polynéme de rétroaction. Une
représentation du codeur canonique correspondant est donnée sur la figure 2.7.

x(i)

g13 l lgu

s1(%) —»@—» s2(4) —>@——>

g23 ngz g21 = 1

F1G. 2.7 — Représentation du codeur canonique du code RSC (1,5/7).

Soient S(7) = [ s1.(6) ] létat du codeur a l'instant 4, et G et X (4) les matrices définies par :

Sg(i)

_ |0 g N | (913 + 911 g23)(2)
¢= [ 1 gzz ] X = [ 1?(’911 ;2)9203(’0

x(4) désigne l'entrée du codeur a U'instant 4. L’état du codeur & U'instant 7 4+ 1 s’écrit alors :

St+1)=G St) + X(i),
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soit :

S(i) =G'S(0) + > G"P X(p), (2.1)

p=1
ou S(0) désigne ’état du codeur a l'instant initial.

Soient W la longueur de la séquence d’information et S(W') l'état dans lequel se trouve le
codeur aprés codage de cette séquence si 'état initial est S(0) = 0. L’état S(W) vérifie :

w
SW) =Y GV PX(p) . (2.2)

Soit S, ’état circulant du codeur, c’est-a-dire 1’état du codeur tel que son état final et son état
initial soient égaux & S, aprés encodage d'une séquence de longueur W. D’apreés ’équation (2.1),
cet état vérifie :

w
Se=G" S+ GV PX(p),
p=1

soit, si la matrice (I + G") est inversible (I est la matrice identité),

w
Se=T+G")" Y "GV X(p) . (2.3)
p=1

Par conséquent, en combinant les équations (2.2) et (2.3), nous obtenons la formule suivante,
donnant I’état initial et 1’état final du codeur convolutif & treillis circulaire :

S.=T+G")'sw). (2.4)

Le code produit construit a partir d'un code TB présente les mémes propriétés qu’'un code
produit construit & partir d'un code en blocs. Chaque code constituant est en effet un code en
blocs linéaire binaire obtenu & partir d’'un code RSC.

Nous avons présenté dans ce paragraphe différentes méthodes permettant de construire un
code composite. Les codes résultant de ces trois méthodes de construction sont trés similaires et
peuvent étre réunis dans la famille des codes de Tanner, c’est-a-dire des intersections de codes. En
effet, un code produit n’est qu’un cas particulier des codes GLD blocs, pour lequel un entrelaceur
ligne-colonne est considéré au lieu d’un entrelaceur aléatoire [62]. De méme, nous montrerons au
chapitre 3 que les concaténations série et paralléle, et notamment les turbo-codes, peuvent étre
vues comme des cas particuliers de codes GLD. Nous nous intéressons dans la partie suivante aux
principaux résultats existant dans la littérature sur les performances théoriques de ces différents
codes.
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2.2 Performances analytiques avec décodage ML

Soit C(N, K) un code composite construit & partir de J codes constituants C,... ,C”. Pour
simplifier I’étude des performances analytiques de C(N, K), les codes constituants sont supposés
identiques® & une permutation prés, et représentent

— la somme directe d’équations de parité, pour les codes LDPC,

— la somme directe de codes BCH Cy(n, k), pour les codes GLD blocs et les codes produits,

— des codes convolutifs, RSC ou non, pour les turbo-codes série et paralléle.

Nous supposons dans ce paragraphe que le code composite C est décodé de maniére optimale selon
le critére du maximum de vraisemblance. En pratique, un tel décodage n’est pas envisagé pour
les codes composites du fait de sa trop grande complexité, mais les performances estimées sous
cette hypothése nous permettent de poser les limites de ces schémas de codage avec un décodage
optimal, et de les comparer entre eux. Ces performances sont évaluées pour un ensemble de codes,
réalisé en considérant tous les entrelaceurs aléatoires possibles.

2.2.1 Codes a faible densité LDPC

Gallager [42] a montré que lorsque j > 3, les codes LDPC sont asymptotiquement bons, i.e.,
leur distance minimale croit de maniére linéaire avec leur longueur N. Le nombre moyen de mots

de code A(w) de poids w de I’ensemble des codes LDPC de paramétres (N, 7, £) vérifie en effet,
lorsque N est suffisamment grand :

A(w) < f(X, N)exp (=N Bj(A)) (2.5)
ot A = ¥ est le poids normalisé des mots de code. Les fonctions f(X, N) et Bj,(\) sont définies
par :

BjeN) = (G~ DHO) = 2 [u(s) + (€~ 1)In2] 4 jsA |

fOAN)=[27NX1 - )\)]%1 exp (Wi)o) .

H désigne ’entropie naturelle (écrite a l'aide du logarithme népérien). u(s) est une fonction
dépendant uniquement de £ et du paramétre s & optimiser, dont la valeur est donnée par :

u(s) =In (2-6 [(1 +et) 4+ (- eS)f]) .

L’équation (2.5) montre que le comportement du nombre de mots de code moyen dépend du signe
de Bjs(A). Si Bjg(A) > 0 alors A(w) tend vers 0 lorsque N tend vers I'infini. Par conséquent, la
plus grande valeur de A telle que Bj;(\) soit strictement positif nous donne une borne inférieure
de la distance de Hamming minimale moyenne d;, de I'ensemble des codes LDPC de parameétres
(N, j,2). Cette valeur est strictement positive si j > 3, et 'on observe que d;, s’approche de la
borne de Gilbert Varshamov, donnée par :

5:H2_1(1_R),

lorsque j augmente. Pour de plus amples détails, le lecteur pourra se référer a [42].

4excepté pour les turbo-codes série
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2.2.2 Codes GLD blocs

Un raisonnement similaire a été mené par [14] et [62] pour déterminer les performances ML
des codes GLD blocs. Il a été montré en particulier que le nombre moyen de mots de code A(w)
de poids w d'un code GLD construit a partir d’'un code en blocs Cy(ng, ko) et contenant J
sous-matrices, vérifie :

A(w) < f(A, N)exp[-NB(N)] , (2.6)
ot les fonctions f(A, N) et B(X) sont définies par :

B\ = (J = ) H() — <L [u(s) + ko n2] + Jsh |

no

J-1 J—1
AN)=[27NAX1-)N)] = —_— ) .
FOLN) = AN =A% exp (i)
La fonction pu(s) est égale a In(g(s)), ou g(s) désigne le moment générateur de Cp, c’est-a-dire le
polyndéme exponentiel dont les coefficients g; de degré ¢ sont les nombres normalisés de mots de
code de poids ¢ de Cy. Par exemple, pour le code de Hamming Cy(ng = 7,ky = 4), le moment
générateur est donné par :

14 7e35 4 7e*s + €75

De méme que pour les codes LDPC, le comportement du nombre moyen de mots de code de
poids w est lié au signe de B(\). Le paramétre s doit étre optimisé afin de maximiser la valeur
de B(A), V A. Nous obtenons alors une borne inférieure pour la distance minimale normalisée
du code GLD, correspondant & la plus grande valeur de A telle que B()\) soit positive. Notons
que pour J = 2 les valeurs trouvées pour cette distance minimale normalisée sont toutes stricte-
ment positives [62], ce qui signifie que les codes GLD sont asymptotiquement bons & partir de
J = 2 sous-matrices seulement. Lorsque le nombre de sous-matrices augmentent, les GLD blocs
s’approchent de la borne de Gilbert Varshamov.

Par ailleurs, une formule exacte du nombre de mots de code moyen est donnée par :

JkoN ( )J

—— 2 "0 R(w
(C¥)

ott R(w) est la probabilité qu'un mot de code de poids w soit un mot du code C7, et Cy désigne

le coefficient binémial. Comme C7 est la somme directe de % sous-codes Cy, R(w) vérifie la

relation suivante :

l9(s)]70 = 3" R(w)e”” .

A partir de I’équation (2.7), nous pouvons obtenir une borne supérieure des probabilités d’erreur
moyennes par mot et par bit, en utilisant la borne de 1'union :

Pe, < Aw) Q 2Rw TR
0

w=1
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N w E
b
Pe, < — 2Rw
La fonction @ est la fonction d’erreur définie par :

1 +o0 2
Qz) = —/ e"zdt .
2m J,

2.2.3 Turbo-codes

Les performances ML des turbo-codes série et paralléle ont été étudiées en détail dans [8][9].
Nous n’avons repris ici que les principaux résultats de cette étude.

Turbo-codes paralléle

Afin de simplifier ’étude des performances ML des turbo-codes paralléle et les notations
employées, nous nous restreignons par la suite & un turbo-code construit a partir de deux codes
RSC identiques, C* = C?, de rendement R; = 1/2. Le rendement du turbo-code résultant est
égal & R = 1/3. La terminaison des treillis est négligée, et ’on note N la taille de ’entrelaceur.

Le polynoéme énumérateur de poids du code C* s’écrit :

ACNI, Z) = Z Z AS I Z*

2=%min Z=Zmin

ou AZCZ1 est le nombre de mots de code de C! correspondant & un poids i de I'information et un

poids z de la parité. Le polynome AC (I, Z) n’inclut pas le mot 0, ... ,0. Pour un code RSC dont
le treillis est fermé, le poids minimal en entrée est imin = 2. Le poids minimal en sortie zymi, ne

(2)

min

correspond pas forcément au poids minimal en entrée; si on note z,: le poids de la parité qui

(2)

correspond & un poids 2 en entrée, alors en général zmin < 2,;, -

Le polynome ACI(I , Z) s’écrit également sous la forme suivante :

N
Z 1'Ac (1,Z)  avec AC (2, 2) Z AClZz
i:imin Z=Zmin
AC (i, Z) est appelé polynome énumérateur de poids conditionnel, puisque le poids i de ’entrée

est fixé. Une méthode pour calculer ce polynéme est présentée dans [8] et [27].

La distribution de poids du turbo-code C considéré est calculée en moyennant sur tous les
entrelaceurs possibles. L’entrelaceur du turbo-code étant aléatoire, les entrées des deux codeurs
sont indépendantes. Par conséquent il est aisément vérifié que :

[AC1 (4, Z)] ’

AC(i,Z) = :
7 C}V
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En considérant alors la borne de 1'union, une borne supérieure de la probabilité d’erreur par
bit est donnée par :

Pe, < Z —IZACz (1,Z) avec I=Z=¢e "Moo .

= zmln

L’inconvénient majeur de cette borne est qu’elle diverge pour de faibles rapports signal-a-bruit.
Afin de préciser 'influence de I'entrelaceur et des codes constituants dans cette zone, Benedetto
et al. ont décomposé les mots de code en événements d’erreurs simples [8], ce qui leur a permis
d’obtenir la formule suivante pour un turbo-code construit & partir de deux codes RSC :

019, \ 3
Ne o (H + zm,,.) _nE
0 . (2.8)

- avec H=e¢e
(2) v
=1 (1 — Hzmm72>

En observant la probabilité d’erreur par bit Pe,, on remarque que les turbo-codes construits a
partir de codes RSC présentent un gain d’entrelacement®, i.e., la probabilité d’erreur par bit
décroit en N%r

A fort rapport signal-a-bruit, le facteur déterminant dans les performances ML d’un code
est sa distance minimale. La borne (2.8) montre qu'une approximation de la distance minimale

asymptotique des turbo-codes construits a partir de deux codes RSC est d.g = 2+ QZr(m)n, aussi

appelée distance effective du turbo-code. L’emploi de polynémes de rétroaction primitifs permet

(2)

d’augmenter z: et donc la distance effective d.q.

Plus généralement, Kahale et Urbanke [50| ont montré que la distance minimale d’un turbo-
code paralléle construit & partir de J codes constituants RSC varie en (NH#. Par conséquent,
si le nombre de codes constituants est égal & 2, comme envisagé ci-dessus, la distance minimale
du turbo-code résultant n’est plus fonction de la taille de l'entrelaceur, ni de la longueur du
code N. Cette faible distance minimale est & ’origine du phénomeéne de palier (ou error floor)
rencontré dans les performances des turbo-codes paralléle pour une probabilité d’erreur faible.
Il est possible d’agir contre ce phénomeéne en choisissant soigneusement ’entrelaceur utilisé pour
la construction du turbo-code [29]. De plus, la variation de la distance minimale étant une
fonction croissante de J, augmenter le nombre de codes constituants du turbo-code permet

asymptotiquement d’obtenir de meilleures performances & fort rapport signal-a-bruit avec un
décodage & maximum de vraisemblance.

Turbo-codes série

Dans le cas des turbo-codes série, le calcul des performances ML est similaire.

Soient C' le code extérieur de dimension K, de longueur N, de distance minimale d;, et C?
le code intérieur de dimension N, de longueur N, et de distance minimale ds. La longueur N,
est également la taille de ’entrelaceur positionné entre le code extérieur et le code intérieur. Le
turbo-code série C est de dimension K et de longueur N.

Sce n’est pas le cas si les codes constituants ne sont pas RSC
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Le polynéme énumérateur de poids du turbo-code série s’exprime comme la convolution
normalisée des polynémes énumérateurs de poids des deux codes constituants :

N. 1 2
% AC (I, m)AC" (m, W
ACILW) =) ( ém ( ),
m=d1 Nr

ou la variable muette W désigne cette fois-ci le poids total en sortie du turbo-code série (et non
plus le poids de la parité uniquement comme le considérait la variable Z). Par conséquent, en
introduisant le polynéme énumérateur de poids conditionnel AC(i, W) tel que :

K
ANILW) = Y THACG, W),
1=%min

nous obtenons comme borne supérieure de la probabilité d’erreur par bit :

K .
~ 1 v o ACy- -
Pe, < - E —I'A"(i,W) avec I=W =e %o .
2 &~ K
1=%min
Un raisonnement fondé sur 1’étude des événements d’erreurs simples des codes intérieurs et

extérieurs permet de montrer que pour obtenir un gain d’entrelacement, le code intérieur C? doit

étre récursif et systématique. Le gain obtenu est alors en ()++1, i.e., le gain d’entrelacement
Ny) 2

obtenu pour un turbo-code série est supérieur a celui d’'un turbo-code paralléle. En général, on

choisit un code extérieur non récursif non systématique afin d’augmenter la distance di et par

conséquent de favoriser le gain d’entrelacement.

Ce choix permet également d’augmenter la distance minimale du turbo-code série. En effet,

Kahale et Urbanke [50] ont montré que la distance minimale d’un turbo-code série varie en
dy1—2

(Nz) % . En choisissant le code extérieur de maniére appropriée pour optimiser sa distance

minimale di, il est possible de rendre I'évolution de la distance minimale du turbo-code série

quasi-linéaire.

2.2.4 Codes produits

La distance minimale d’un code produit est uniquement fonction de la distance minimale
de ses codes constituants. En effet, nous avons vu que pour J = 2, la distance minimale est
dmin = di do, si di et dy sont les distances minimales respectives des codes C! et C?. Par
conséquent, cette distance minimale n’est pas du tout fonction de la longueur du code produit.

En utilisant la borne de 'union comme précédemment, nous obtenons une borne supérieure
pour la probabilité d’erreur par mot et pour la probabilité d’erreur par bit :

0o
Pe, <> A(w) Q| 4/2Rw—| , (2.9)
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ot A(w) est le nombre de mots de code de C de poids w. La quantité A(w) ne peut étre déterminé
entiérement & partir des polynémes énumérateurs de poids des codes constituants. Seuls les
poids faibles peuvent étre ainsi évalués. Il a notamment été montré dans [79] que pour des codes
binaires, et pour 1 <w < dy do +ds :

A 0 si w non divisible par d,
(w) =1 g2 (dﬂ) ACM(d1) siw divisible par di,

lorsque AC" (w) et AC”(w) représentent le nombre de mots de code de poids w de C' et C2
respectivement. Si (d1ds < w < dide+min(dy, d2)), le code C n’a pas de mot de code de poids w.
Cette distribution, méme partielle, permet d’obtenir une approximation de la probabilité d’erreur
par bit d’un code produit & fort rapport signal-a-bruit, en ne prenant en compte que le premier
terme de la somme (terme dominant) dans 'inégalité (2.9) :

dids E,

Pe, < N (d1d2)Q< 2Rd1dgﬁo>

Deux types de comportements ont été observés & travers ce rappel des performances analy-

tiques des codes composites :

— un comportement & «faible» rapport signal-a-bruit : nous avons vu que les turbo-codes,
aussi bien paralléle que série, présentent un gain d’entrelacement si les codes constituants
sont habilement choisis (codes RSC). Un tel comportement n’a pu étre mis en évidence
pour les codes GLD ou pour les codes LDPC.

— un comportement & «fort» rapport signal-a-bruit : I’évolution de la distance minimale en
fonction de la longueur du code ou de la taille de I’entrelacement a été étudiée. Les codes
LDPC et les codes GLD présentent ainsi une distance minimale qui croit linéairement avec
la longueur du code N, tandis que pour les turbo-codes ou les codes produits, la croissance
est logarithmique, voire indépendante de la longueur N.

Ces performances ont été évaluées en supposant que le décodage employé est & maximum de
vraisemblance. En pratique un décodage ML est difficile & mettre en ceuvre pour de tels codes,
du fait d’une complexité prohibitive. On utilise un décodage itératif permettant, & fort rapport
signal-a-bruit, d’obtenir des performances similaires au décodage ML et de se rapprocher de
ces performances & faibles rapports signal-a-bruit selon le nombre d’itérations considérées. Il est
alors particuliérement intéressant de représenter les codes sous forme graphique afin de mieux
comprendre la propagation de 'information au cours des itérations de décodage.

2.3 Représentation graphique

Récemment, de nombreux chercheurs se sont intéressés a la représentation graphique des
codes; citons notamment Wiberg, Loeliger et Kotter [83][84], ou Kschichang et Frey [52]. Ces
représentations graphiques sont trés utiles pour décrire et étudier les techniques de décodage ité-
ratif et la propagation de l'information lors de ce décodage. Nous présentons dans cette partie les
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deux représentations graphiques les plus usuelles, la représentation bayésienne et la représenta-
tion graphique de Tanner, et nous donnons quelques exemples choisis parmi les codes composites
étudiés précédemment.

2.3.1 Représentation bayésienne

Un réseau bayésien est un graphe sans cycle et orienté, autrement dit les directions des arétes
sont représentées sur le graphe®. La direction des arétes est particuliérement utile pour modéliser
de maniére explicite la causalité; en observant cette direction, il est possible par exemple de
comprendre quelles sont les variables qui influencent les autres directement. Ainsi, en codage, les
relations entre les variables caractérisant les symboles d’information u, I’état du codeur s, la sortie
du codeur x et la sortie du canal y, peuvent étre aisément représentées sur un graphe bayésien,
comme le montre la figure 2.8. Ce graphe montre que la sortie du codeur x est influencée par les

O

I L ]
codeur canal

F1G. 2.8 — Graphe bayésien d’un schéma de codage de canal

symboles d’information, mais également par I’état du codeur (notamment dans le cas d’un code
convolutif, ou 'effet de mémoire du code est représenté par l’aréte reliant s & x). Les relations
entre ces variables peuvent étre exprimeées & 1’aide de probabilités. En particulier, en observant
le réseau représenté sur la figure 2.8, on peut écrire que la distribution conjointe de (u,s,x,y)
vérifie :

Pr(u,s, x,y) = Pr(u) Pr(s|u) Pr(x|u,s) Pr(y|x) .

Les distributions Pr(x|u,s) et Pr(s|u) sont en général déterministes, et Pr(y|x) caractérise 1'ob-
servation du canal. Pour un code de longueur N émis sur un canal AWGN sans mémoire, dont
le bruit est de moyenne nulle et de variance Ny, cette observation est donnée par :

=1

Si nous appliquons cette représentation bayésienne & un code convolutif systématique de

rendement % sur un canal sans mémoire, nous obtenons alors le schéma de la figure 2.9. Cette

représentation peut étre simplifiée en réunissant les sommets désignant les variables u, s, x, et
y en un super-neud ou super-sommet de degré n. Le graphe du code convolutif se réduit alors &

une simple chaine orientée. La représentation bayésienne d’un turbo-code paralléle est ainsi tres

5Le graphe obtenu si 1'on ignore les directions peut cependant contenir des cycles.
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FiG. 2.9 — Graphe bayésien d’un code convolutif systématique

simple. Considérons par exemple que ce turbo-code est constitué de deux codes RSC, C* et C?,
de rendement Ry = Ry = % et d'un entrelaceur de longueur N,. Chaque code constituant est
représenté par une chaine orientée ayant IV, super-sommets et N, — 1 arétes. Le réseau bayésien
du turbo-code est obtenu en liant les deux chaines orientées & l'aide d’arétes choisies de maniére
aléatoire, ce qui correspond & l'entrelaceur du turbo-code. L’entrelaceur n’est pas orienté car il
n’introduit pas de causalité particuliére.

La figure 2.10 donne le réseau bayésien d'un turbo-code dont la taille de l'entrelaceur est
égale a 10, et pour des codes constituants de rendement R = 1/2.

Code constituant C*!

Code constituant C?

@ super-sommet : état + bits codés + observation

F1G. 2.10 — Réseau bayésien d'un turbo-code paralléle

2.3.2 Représentation de Tanner

Les graphes de Tanner furent introduits dans [76] afin de construire de longs codes correcteurs
d’erreurs a partir de petits codes, en utilisant des entrelaceurs déterministes. Un graphe de Tanner
est un graphe bipartite qui posséde deux types de sommets caractérisant d’une part les bits codés
et d’autre part les contraintes sur ces bits. Aucune aréte ne relie deux sommets de méme type.
Une aréte existe entre un sommet bit et un sommet contrainte si le bit respecte la contrainte.

Ainsi, si l'on considére le code LDPC (N, j,£) dont la matrice de parité est représentée sur
la figure 2.3, on obtient un graphe possédant N sommets bits et un nombre N,. de sommets
contraintes. Chaque sommet bit est relié & j sommets contraintes, tandis que chaque sommet
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contrainte est relié 4 £ sommets bits. Le graphe est régulier : le nombre d’arétes partant d’un som-
met d’'un sous-ensemble est le méme pour tous les sommets de ce sous-ensemble ; nous appelons
degré d’un sommet le nombre d’arétes partant de ce sommet. Le nombre total d’arétes partant
des sommets bits est le méme que le nombre total d’arétes partant des sommets contraintes d’ou
Ny = N%. La figure 2.11 représente le graphe de Tanner d’un code LDPC (N, j,£). Ce graphe
est un graphe aléatoire, puisque les arétes sont placées de maniére aléatoire entre les bits et les

contraintes, les permutations m;, ¢ = 2,... , 7, étant aléatoires.
degréj
4.
~J
A ->
=
degré ¢
N sommets bits N % sommets contraintes

Fi1a. 2.11 — Graphe de Tanner d'un code LDPC (N, j,£)

Dans le cas d’'un code GLD blocs, les sommets contraintes symbolisent les codes en blocs
binaires constituant le code GLD. Pour un turbo-code paralléle ou pour un turbo-code série,
chaque sommet contrainte regroupe un grand nombre d’équations de parité sur les bits : chaque
sommet contrainte correspond en fait & un code convolutif entier ou, de maniére équivalente, &
son treillis.

Comme nous le verrons dans la section suivante et au chapitre 4, la représentation bayésienne
et la représentation de Tanner permettent de visualiser le cheminement de l'information lors du
décodage itératif des codes composites. Notons qu’il est possible de passer d’une représentation
a lautre simplement en orientant ou non les arétes vers les sommets contraintes.

2.4 Décodage itératif

Le décodage & maximum de vraisemblance des codes composites se révéle trop complexe;
cependant, il est possible de se rapprocher de ses performances en utilisant un processus de déco-
dage itératif, fondé sur le décodage successif ou simultané de chaque code élémentaire constituant
le code composite.

Afin de minimiser la perte d’information & chaque décodage et d’améliorer ainsi les perfor-
mances, il est nécessaire de considérer des décodeurs a entrées souples, appelés décodeurs SI
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(décodeurs Soft Input). L'information souple représente une valeur de fiabilité sur les bits codés
(ou sur les bits d’information). Nous présentons dans ce paragraphe deux algorithmes de déco-
dage souple : l'algorithme aller-retour de Bahl et al. [2] (aussi connu sous le nom d’algorithme
forward-backward) et l’algorithme de Fossorier-Lin [37]. Le premier algorithme est optimal pour
le critére du maximum a posteriori, et peut étre utilisé pour les codes convolutifs comme pour les
codes en blocs, moyennant un treillis de taille raisonnable. Le second algorithme, sous-optimal,
peut étre appliqué & n’importe quel code en blocs linéaire puisqu’il ne nécessite pas de décodeur
algébrique.

Pour itérer le processus de décodage, chaque décodeur élémentaire doit générer une sortie
souple. Il s’agit alors d'un décodeur SISO (décodeur Soft Input Soft Output), c’est-a-dire &
entrée souple et a sortie souple. Cette sortie peut étre obtenue en adaptant les algorithmes pré-
cédemment cités. L’algorithme aller-retour fournit déja une valeur de fiabilité sur les bits codés,
qui doit étre légérement modifiée pour permettre le processus itératif. A I’opposé, ’algorithme de
Fossorier-Lin ne délivre aucune information souple sur les bits codés dans sa forme initiale. Aprés
avoir expliqué les principes du décodage itératif, nous présentons les modifications apportées a
ce dernier algorithme afin qu’il génére en sortie des informations de fiabilité sur les bits.

Pour simplifier la description des algorithmes, nous considérons par la suite que les symboles
codés sont modulés par une modulation BPSK, puis émis sur un canal AWGN discret sans
mémoire. Le bruit gaussien est de moyenne nulle et de variance o2 = Ny.

2.4.1 Principe du décodage itératif

Le principe du décodage itératif repose sur la propagation d’informations souples au cours des
itérations. Deux types d’informations souples sont générés a la sortie de chaque décodeur SISO :
une probabilité a posteriori et une information extrinséque sur les bits codés (ou uniquement sur
les bits d’information selon les codes composites envisagés).

Soit C(N,K) un code en blocs linéaire” et ¢ = (c1,...,cy) un mot de code de C. La
probabilité a posteriori (ou APP pour a posteriori probability) d’un bit codé ¢;, i = 1,..., N,
de c est définie par :

Pr(c;, ¢)Pr(ylci, c)
Pr(y) ’

APP(c;) = Pr(aly) = Z Pr(ci,cly) = Z (2.10)

ceC ceC

ol y est la séquence des symboles regus. L’observation Pr(y|c;,c) et la probabilité a priori
Pr(c;,¢) sont nulles si la j-iéme composante de ¢ n’est pas égale a ¢;. Par ailleurs, si le canal
est sans mémoire et que les probabilités a priori des bits codés sont supposées indépendantes,
I’équation (2.10) devient :

APP(c;) x Z Pr(y|c)Pr(c Z HPr ye|ce) P(ce) (2.11)

ceCle; ceCle; =1

"ce code peut étre obtenu par fermeture d’un code convolutif Ce(n, k)
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ou P(cy) désigne la probabilité a priori du bit ¢g. Lorsqu’une probabilité a priori est disponible
pour chaque bit codé a I’entrée du décodeur, ’APP du bit codé ¢; s’écrit sous la forme :

APP(c;) o (observation) x (probabilité a priori) x (information extrinséque) .

Son information extrinséque est définie par :

Baxt(c;) o< Y [ Priyelee)P(ce) - (2.12)

=1
ceCle; o

L’information extrinséque ainsi générée a la sortie du décodeur est alors entrelacée (ou désentrela-
cée suivant le cas) puis transmise au décodeur suivant qui s’en sert comme nouvelle information
a priori sur les bits codés ou sur les bits d’information. Ceci est représenté sur la figure 2.12
pour J = 2 codes constituants. A la sortie de chaque décodeur, les informations extrinséques ne
sont pas indépendantes, mais la présence de I’entrelaceur permet d’avoir en entrée du décodeur
suivant des probabilités a priori indépendantes sur les bits.

La probabilité a posterior: du bit ¢; est utilisée pour prendre une décision ¢; sur ce bit et
pour connaitre la fiabilité de cette décision.

observations extrinseques

»| Décodeur 1
a priori APP

Y
£y
'

observationg

extrinséques

-
-

Décodeur 2
APP a priori

Y

I
;

Fia. 2.12 — Décodage itératif d’'un code composite construit & partir de deux codes constituants

Une itération consiste donc a décoder une fois chaque code constituant (sur la figure 2.12,
on décode le premier code constituant puis le second). Dans le cas des codes GLD blocs ou des
codes produits, chaque code constituant est formé de plusieurs codes en blocs élémentaires. Ces
codes élémentaires peuvent étre décodés en paralléle, puisqu’ils sont indépendants et agissent sur
des bits différents. Ceci permet de réduire le délai introduit par le décodage.

Nous allons maintenant présenter deux algorithmes de décodage souple, 'algorithme aller-
retour et ’algorithme de Fossorier-Lin, et préciser comment ces algorithmes sont adaptés afin
d’étre utilisés dans un processus de décodage itératif.
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2.4.2 Algorithme aller-retour

L’algorithme aller-retour est un algorithme de décodage optimal, maximisant la probabilité
a posteriori des bits. Tandis que 'algorithme de Viterbi [82][35] minimise la probabilité d’erreur
par mot, ’algorithme aller-retour minimise, quant a lui, la probabilité d’erreur par symbole, ou
comme dans notre cas, la probabilité d’erreur par bit. Il s’applique directement sur le treillis du
code considéré. Par conséquent, il peut étre utilisé pour le décodage des codes convolutifs comme
pour celui des codes en blocs linéaires, moyennant une complexité du treillis raisonnable.

Décodage des codes convolutifs

Soit C,(n, k) un code convolutif de longueur de contrainte L prenant k bits d’information en
entrée et délivrant n bits codés en sortie. Supposons sans perdre en généralités que ce code est
récursif et systématique. Le treillis correspondant a ce code convolutif posséde M = 2k(L=1) gtats,
et est supposé fermé, i.e, le codeur commence et finit dans 1’état 0. Pour cela, [%] branches
sont nécessaires dans le treillis. Le code convolutif résultant est alors équivalent & un code en
blocs de longueur N et de dimension K ; son treillis contient W = % branches (cf. figure 2.13).

Les notations suivantes sont utilisées par la suite :
— t désigne le temps, t =0,... , W

— x = (x1,... ,Xw) est 'entrée du canal discret sans mémoire (Discrete Memoryless Chan-
nel, DMC). x, t = 1,... ,W est un vecteur de n bits codés correspondant & la sortie du
codeur modulée par une BPSK, & l'instant ¢.

x; s’écrit sous la forme (@¢1,... , ek, Teht1s--- > Ttm) OU (24,1, .. , %)) sont les bits d’in-
formation et (x4 k41,... ,%ty,) sont les bits de parité.

-y =(y1,--- ,yw) est la sortie du canal correspondant & x. Comme le canal est DMC, y ;
ne dépend que de x;; a l'instant ¢, pour i =1,... ,n.

! . / , . . 2 . :
— x! (respectivement y! ) désigne la séquence en entrée (respectivement en sortie) du canal

entre les instants ¢ et t'.

— §; désigne ’état du treillis considéré : S; peut prendre les valeurs 0,... , M — 1.
W branches
t=0 =W
état initial 0 t t+l état final 0
mot de code
état m
état m’

F1G. 2.13 — Treillis d’un code convolutif
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L’algorithme aller-retour maximise la probabilité a posteriorid’un symbole z;;, t =1,... ,W, i =
1,...,n définie comme la probabilité d’avoir ce symbole x;; sachant toute 'observation du canal
vt

APP(z;) = PT($t,i|Y¥V) .
Cette APP peut s’écrire :

APP(.’I}t,z) = Z Ut(m; ml) )

m,m/ |z ;

ou at(m,m') désigne la probabilité a posteriori de la transition de 1’état m vers I'état m' a
I'instant ¢, soit :

oy(m,m') =Pr(S;_1 =m, Sy =m',y]") .
En appliquant la régle de Bayes :
Pr(A, Ag, ..., Aw) = Pr(A1)Pr(A42|A1)Pr(As|As, A1)...Pr(Aw|A1, Ag, ..., Aw—1) ,
nous obtenons :
or(m,m') = Pr(S;1 = m,y{ Pr(S; = m/,yi|Si—1 = m, ¥y )Pr(y{i1[Si1 = m,yi ™!, Si = m/,yy) .

Les séquences yi_l, y¢ et ytVYH représentent respectivement le passé, le présent et le futur de y.
Considérons les variables suivantes :

— la métrique de ’algorithme :
vt (m,m') = Pr(S; = m', y4|Si—1 = m) , (2.13)
— la densité de probabilité conjointe de ’état m et de ’observation entre les instants 1 et £ :
cu(m) = Pr(S; = m, y!) , (2.14)

— la densité de probabilité de ’observation du canal entre les instants ¢ + 1 et W condition-
nellement & ’état m :

Be(m) = Pr(y}},]S: =m) . (2.15)

Le canal étant sans mémoire, la probabilité a posteriori de la transition s’écrit :
o(m,m') = Pr(S; 1 =m,y; Pr(S; = m',y|S;1 = m)Pr(y|S; = m)
= a;1(m) X y(m,m') x By(m') .
Intéressons nous maintenant & la métrique ~ de ’algorithme :

w(m,m') = Pr(Sy=m' y|S—1 =m)
= Z Pr(x;, S¢ = m', y1[St—1 = m)
Xy

= 3" pum'|m) gy (m, m')Pr(ylxt)

ou
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— gt(m,m') = Pr(x¢|St—1 = m,S; = m') est une fonction de Kronecker, égale a 1 si la
transition entre m et m’ étiquetée par x; existe et 0 sinon. Cette valeur provient directement
du treillis du code convolutif considéré.

— pe(m'|m) = Pr(S; = m/|S;—1 = m) est la probabilité a priori de la transition m — m/,

— Pr(y¢|x;) est la probabilité de transition du canal. D’apreés les hypothéses faites sur le canal,

1 n i )2
vt = [T = (o) o (-3 25

=1
Dans ’expression de y;(m, m’), la somme th est égale & 0 sauf pour la valeur de x; correspondant
a la transition m — m'. Par conséquent ~y;(m,m') s’écrit :
Ye(m,m') = g (m,m)pe(m|m)Pr(y:|xe) .
L’algorithme se résume donc au diagramme de la figure 2.14. Les procédures aller (forward) et

observation du canal

Pr(y|x:)
Algorithme ,
——»o0(m,m') — = APP
o Aller-retour
probabilité a priori
pe(m'|m) T

Structure du treillis

qt (ma ml)

FiG. 2.14 — Représentation du décodeur MAP.

retour (backward) consistent respectivement a calculer ay(m) and S;(m) a chaque instant ¢ et
pour chaque état m, a l’aide des formules de récurrence suivantes [2] :

ag(m') = Zat 1(m)y(m,m') ,

Bi(m) = Z’Yt+1(m>m)/3t+1(ml)-

m!

L’algorithme aller-retour se déroule donc en quatre étapes :

1. Initialisation :

ap(0) =1 et op(m)=0 Vm#0,

Bw(0)=1 et PBwim)=0 Vm#0.

2. Procédure Aller :
A chaque instant et pour chaque état, la densité de probabilité a;(m) et la métrique
vt(m,m') sont calculées en utilisant les expressions suivantes :

=Y w(m,m )y 1(m) pour t=1,...,W,
m

Ye(m,m') = gs(m,m") py(m'|m) Pr(y|x;) .
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3. Procédure Retour :
Les densités de probabilité f;(m) sont calculées a partir de I’expression suivante :

Bi(m) = Z'yt+1(m,m'),6t+1(m') pour t=W —1,...,0.
ml

4. Calcul de ’APP :
Les densités de probabilité B;(m) sont associées aux densités de probabilité ay(m) et aux
meétriques 7y (m,m’) pour évaluer o;(m,m'), puis PAPP associée a chaque symbole par :

APP(z1) = Y aia(m) y(m,m') By(m) . (2.16)

mym/ |z ;

Cet algorithme fournit une sortie souple, ’APP du bit® Cti, qui peut étre utilisée directement
pour prendre une décision sur le bit ¢;; ou légérement modifiée pour donner une information
extrinséque et étre intégrée dans un schéma de décodage itératif.

L’information extrinséque se déduit tres facilement des équations (2.16) et (2.12) par :

APP(z) -

Ext(zs ;) = Y = ai_1(m T ) Pr(ye.i|Tes m') .

(21,5) Br (o, [ors)pe (es) mm%w' t—1(m) L!Pt( t.5)Pr(Yelzei) | Be(m’)
IR i#j

Ceci revient a calculer une seconde métrique v;(m,m') telle que :

n
Yi(m,m') = gi(m,m') Hpt(ivt,i)Pf(yt,i|$t,i) .
i=1

i#j
Nous obtenons alors pour l'information extrinséque :

Bot(my) = Y. opa(m)yj(m,m))Bi(m) .

m,m’ |y, ;

Notons que l'algorithme aller-retour calcule les valeurs exactes de 'APP et de l'information
extrinséque ; c’est un algorithme optimal pour le critére du maximum a posteriori (critére MAP).

Application aux codes convolutifs a treillis circulaire

L’algorithme aller-retour doit étre légérement modifié lorsqu’il est utilisé pour le décodage
des codes convolutifs & treillis circulaire. Les principales étapes de I'algorithme restent identiques,
exceptée la phase d’initialisation qui devient :

ap(m) =Pw(m)=1/M Vm=0,... , M —1.

En pratique, le décodage est précédé d’un préambule de plusieurs bits (égal & un petit nombre de
fois la mémoire du code convolutif) pour guider le processus de décodage vers un état qui semble
étre une bonne estimation de I’état circulant. Ce préambule est nécessaire pour le calcul des « et
des . Pour I’évaluation des «, la fin de la fenétre des observations du canal et des probabilités a
priori est considérée comme préambule, alors que pour le calcul des 8 c’est le début de la fenétre
qui est utilisée comme préambule. Ceci est illustré sur la figure 2.15.

8APP(x::) = APP(cs,i) avec x4 = 2¢; — 1
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Observations / Probabilités A Priori

/ préambule 3

préambule a //

F1G. 2.15 — Préambule pour le décodage des codes convolutifs a treillis circulaire

Application aux codes en blocs linéaires

Enfin, dans le cas des codes produits ou des codes GLD blocs, nous pouvons utiliser 1’al-
gorithme aller-retour pour le décodage optimal des codes en blocs constituants. Pour pouvoir
appliquer l'algorithme aller-retour, il est nécessaire d’avoir une représentation en treillis du code
en blocs considéré. Plusieurs méthodes existent pour construire le treillis de ces codes [81], nous
ne présentons que celle proposée par Bahl, Cocke, Jelinek & Raviv, appelée méthode BCJR
[2]. Trois autres techniques sont détaillées en annexe B. Toutes ces méthodes ménent au treillis
minimal® d’un code donné, ou & un treillis isomorphe.

Soit C un code en blocs linéaire binaire de longueur n et de dimension k. Son treillis minimal
est notée T' = (V, E, A) ou :
— V est 'ensemble des sommets de T : V = VUV U...UV,,, ou V; est 'ensemble des sommets
(ou états) a l'instant ¢,

— E est I’'ensemble des branches du treillis : £ = EgU E1 U...UE,,
— A est l’alphabet des étiquettes sur les branches : A = AgUA1U...UA,, avec A; = GF(2), Vt.

Soient H = (hy, hg, ..., hy) la matrice de parité de C et h; une de ses colonnes. Le treillis BCJR
du code C est construit en identifiant ses états aux syndromes partiels obtenus par rapport aux
t premiéres colonnes de H :

JAN
Vi = {c1h1 + coha + ... + cthy = (e1, ¢, ..., ¢n) € C pour ¢pt1,..,¢n € GF(2)},

avec Vp = {0}. Le syndrome d’un mot de code étant nul, nous avons également V,, = {0}.
Pour calculer les syndromes V;, il est possible de considérer la matrice Gy correspondant aux ¢
premiéres colonnes de la matrice génératrice G du code C en écrivant :

V; = sous-espace engendré par HtG? ,

ot GI" désigne la transposée de la matrice Gy. Une branche e existe entre deux états v € V1 et
v’ € V; si et seulement si un mot de code (¢, ¢, -..,c,) de C existe tel que :

cthi+...+c 1hi 1=, cithi + ... + c—1hi—1 + cthy =0/, a(e) = ¢ ,

ou a(e) désigne Iétiquette de la branche e entre v et v'.

9Un treillis T est minimal si & chaque instant le nombre de sommets de T est inférieur au nombre de sommets
de n’importe quel treillis du code. Pour les codes en blocs linéaires, le treillis minimal est unique et deux treillis
minimaux d’'un méme code sont isomorphes.
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Par exemple, considérons le code en blocs linéaire binaire C(7,3,3). Sa matrice de parité H
et sa matrice génératrice G sont données par :

BERERE
H = G = 1 010100
1000110 01110400
10 00101
Les sommets du treillis sont alors
Vo = V7 = {0},
10 1 100 0 00O
0 0 0110 0110
Vislyol “ 1010 Y [1010]"
10 1 010 1 010
0 O\ 0 0 00
00 0 0 00
Visl i 0] B=l10| %=|oo
10 10 10
Le treillis correspondant est dessiné sur la figure 2.16.
h1 ha hs3 ha hs he hr
0, 0 4 0 6 0 o 0 0 o 0 , 0
O

F1G. 2.16 — Treillis du code (7, 3,3) obtenu par la construction BCJR.

Il est maintenant possible d’appliquer au décodage des codes en blocs linéaires 1’algorithme
aller-retour précédemment introduit. La longueur du treillis est dans ce cas égale & la longueur
du code constituant W = n et il n’y a qu’un seul bit par branche, ce qui simplifie le calcul de la
métrique . La procédure est alors identique a celle utilisée pour les codes convolutifs.

L’algorithme aller-retour est un algorithme optimal opérant sur le treillis du code en blocs.
Sa complexité est donc directement liée & la complexité du treillis. Pour un code en blocs, le
nombre d’états est de 'ordre de min(2¥, 27 ~*). Par conséquent, la complexité du treillis augmente
rapidement lorsque les valeurs de k ou de n — k sont grandes. Il devient alors nécessaire de
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considérer d’autres algorithmes de décodage souple plus simples.

2.4.3 Algorithme de Fossorier-Lin pour le décodage souple des codes en blocs

L’algorithme de Fossorier-Lin [37] est un algorithme sous-optimal permettant le décodage
souple des codes en blocs. Cet algorithme ne nécessite aucun décodeur algébrique contrairement
a l'algorithme de Chase [19] et peut étre utilisé pour le décodage souple de n’importe quel code
en blocs linéaire. Chaque mot regu est décodé selon trois étapes :

— classement des valeurs recues par fiabilité décroissante,

— décodage & décisions dures,

— retraitement des symboles jusqu’a ce que les performances attendues soient atteintes.

Un algorithme s’appuyant sur un principe similaire a été proposé par Battail et al. [5].

Considérons un code en blocs linéaire binaire, C(n, k), de matrice génératrice G, et un mot de
code ¢ = (c1,¢2, ..., ¢) de C. Ce mot de code ¢ est modulé par une BPSK en x = (21, z2, ..., Zp)
tel que z; = 2¢; — 1, puis émis sur un canal gaussien caractérisé par un bruit de moyenne nulle
et de variance Ny. La sortie du canal est alors notée y = (y1,%2,-.- ,yn). La fiabilité (ou rapport
logarithmique de vraisemblance) LV; du symbole regu y; est définie par :

Pr(yilz; =1) |y

L‘/Z - IOg Pr(yz|xz == —].) N 2N0 ’

La valeur de Ny étant constante, nous utilisons |y;| comme valeur de confiance du symbole y;.

Détaillons maintenant les trois étapes de décodage de l’algorithme :

1. Classement des valeurs de fiabilité :

La premiére étape du décodage consiste & classer les symboles de la séquence recue y

en fonction de leur fiabilité |y;|, ¢ = 1,... ,n par ordre décroissant. La probabilité d’avoir
lyil = |y;| pour ¢ # j est négligeable, du fait de 'indépendance des symboles recus. La
séquence résultante est notée z = (z1, 22, ... , 2,) et est telle que |z1| > |z2] > ... > |z,]- Le

vecteur z est donc une version permutée de y :
Z=\NYy.

Ceci revient & appliquer la permutation A; sur les colonnes de la matrice génératrice G
pour construire la matrice G’ telle que :

G'= MG .

Le code C' généré par la matrice G’ est naturellement équivalent au code C.

Soit g} la i-éme colonne de G'; g} correspond & la i-éme composante de z, par conséquent
|zi| est la valeur de fiabilité associée & la colonne g;. En commengant par les premiéres co-
lonnes de G, nous recherchons k colonnes indépendantes de la matrice, ayant les valeurs de
confiance les plus grandes. Ces k colonnes sont utilisées pour former les k premiéres colonnes
d’une nouvelle matrice génératrice G, de dimension k X n. Les n — k derniéres colonnes
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sont classées par ordre décroissant de leur fiabilité. Ceci définit une seconde permutation
A9, telle que :

G" = G = M[\G] .

Les composantes de z sont réordonnées'® selon la permutation Ay et forment le vecteur u =
(W1, U2,y Uky Ukt 1y - - - 5 Un) AVeC [ur] > fug| > o > |ug| et |ugy1] > [ugia| > oo > |un|

u = )\QZ = )\2[)\1}’] .

Les k premiéres composantes de u sont appelées symboles indépendants les plus fiables de
u (notés symboles MRI pour Most Reliable Independant).

La matrice G” est ensuite mise sous forme systématique G1 = [Ix|P], ot Iy est la matrice
identité de dimension k, et P une matrice de parité. La matrice G est la matrice généra-
trice d’un code C; équivalent aux codes C’ et C.

2. Décodage a décisions fermes

La seconde étape de l'algorithme consiste & prendre une décision sur les k symboles MRI
de u, pour obtenir les k premiéres composantes d’un vecteur a telles que :

{O siu; <0
a; —

1 sinon

La séquence des k bits ainsi obtenue est utilisée comme séquence d’information pour
construire le mot de code a = (a1, ... ,ax,0k+1,--- ,0n) du code systématique Cj :

Qo = Z aipig pourl </l<n-—k.
1<i<k

Les p; ¢ sont les composantes de la matrice de parité P de G'1. Le mot de code a est considéré
comme le mot issu de la décision ferme prise sur la séquence u. Le mot de code estimé ¢ du
code C initial peut étre retrouvé de maniére simple en appliquant la permutation inverse
D)™t = AT ().

Cette technique, consistant & opérer un décodage ferme a partir des valeurs de fiabilité
réordonnées, est proche d’'un décodage optimal. En fait, au lieu de minimiser la distance
euclidienne entre les mots, c’est le nombre d’erreurs sur les bits d’information qui est mi-
nimisé.

3. Retraitement des symboles

La derniére étape de décodage consiste a retraiter le mot de code a obtenu par déco-

dage ferme, jusqu’a I’obtention d’une probabilité d’erreur quasi-optimale. Pour 1 < m < k,

le traitement d’ordre m de a se traduit par :

— Pour 0 < ¢ < m, on considére toutes les combinaisons possibles de £ bits choisis parmi
les k symboles MRI de a. Ces ¢ bits sont complémentés.

— Pour chaque combinaison, on reconstruit le mot de code a* a ’aide de la matrice géné-
ratrice G1 et on détermine la séquence modulée correspondante x*.

'Notons que |u| n’est pas nécessairement plus grand que |ug+1]
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— La distance euclidienne dg(u,x*) entre la séquence u et la séquence x* est alors évaluée.
Le mot de code a* pour lequel x* est le plus proche de u est stockeé.

— Lorsque les > ;% Cﬁ mots de code ont été testés, le traitement d’ordre m est terminé,
et le dernier mot de code stocké est le mot de code final décodé.

Ces étapes sont représentées sous la forme d’un organigramme sur la figure 2.17. L’ordre k est
équivalent au décodage 3 maximum de vraisemblance, et nécessite 2% retraitements. En regle
générale I'ordre nécessaire dépend de la longueur n et du rendement R du code [37]. Pour des
longueurs inférieures & 64, ’ordre 2 permet de se rapprocher des performances optimales, tandis
que 'ordre 1 réalise un bon compromis entre complexité et performances. Pour des codes plus
longs, des ordres supérieurs sont nécessaires, mais ceci rend ’algorithme de décodage trés com-
plexe. Par ailleurs, des ordres trop importants n’apportent pas un gain substantiel en termes de
performance. Notons qu’une autre version de cet algorithme est fondée sur 1’espace dual du code
[38] ; les deux méthodes sont équivalentes et donnent des résultats identiques.

L’algorithme de Fossorier-Lin est un algorithme de décodage souple des codes en blocs, ¢’est-a-
dire qu’il utilise les informations de fiabilité disponibles en son entrée afin d’améliorer le décodage.
Cependant dans sa forme initiale, cet algorithme ne produit aucune information souple. Afin
de l'intégrer dans un processus de décodage itératif, nous proposons de générer des valeurs
approchées de ’APP et de 'information extrinséque pour chaque bit codé.

Dans les équations (2.10) et (2.12), nous considérons pour calculer ’APP et I'information
extrinséque d’un bit une somme sur ’ensemble des mots du code C tel que la i-éme compo-
sante de ces mots soit égale a ¢;. Or, prendre en compte ’ensemble des mots de code de C
est équivalent & un décodage exhaustif, ce qui est beaucoup trop complexe. Nous allons donc
restreindre cet ensemble aux mots de code les plus probables, i.e., aux mots les plus proches du
mot regu. Si cet ensemble est correctement choisi, les pertes sont négligeables, voire inexistantes,
par rapport au calcul exact de ’APP et de I'information extrinséque. Nous avons choisi pour cet
ensemble restreint C’ ’ensemble des mots de code délivrés par ’algorithme de Fossorier-Lin aprés
chaque retraitement du mot a. Cet ensemble est alors de cardinal ) " ; C¥, si I'on considére un
retraitement d’ordre m et peut étre réduit en considérant les critéres d’arrét proposés dans [37].

Une autre possibilité est de ne considérer que le mot de code le plus proche de la séquence recue
ayant pour i-éme composante ¢; et le mot de code ayant pour i-éme composante ¢;, complément &
2 du bit ¢;, afin de normaliser ’APP (APP(c;) + APP(¢;) = 1). Contrairement & l’algorithme de
Chase, ou il se peut que ce dernier mot de code ne soit pas dans I’ensemble C’ et ou l'utilisation
de facteurs d’oubli est alors nécessaire [64][65], I’algorithme de Fossorier-Lin fournit suffisamment
de mots de code pour garantir la présence de ces deux mots de code dans l’ensemble C' [39].

2.4.4 Interprétation graphique du décodage itératif

Considérons par exemple un code composite construit & partir de deux codes constituants et
utilisant comme algorithme de décodage 1’algorithme aller-retour. Si I’on représente chaque code
constituant par un graphe bayésien, l'algorithme aller-retour est équivalent & une propagation
“aller” des probabilités le long de la chaine du code constituant, et une propagation “retour” des
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FiG. 2.17 — Organigramme de 1’algorithme de Fossorier-Lin

probabilités le long de cette méme chaine (par exemple, voir la figure 2.10). Ceci garantit que
les observations sont distribuées sur ’ensemble des sommets et permet de calculer de maniére
exacte I’APP.

Le décodage itératif SISO consiste & appliquer ’algorithme aller-retour tout d’abord sur le
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code supérieur, ce qui permet la génération d’informations extrinséques sur les bits codés. Ces
informations sont transmises & la seconde chaine par l'intermédiaire des arétes caractérisant
I’entrelaceur. Puis le méme algorithme est appliqué sur le code inférieur en prenant en compte
les informations a priori fournies par le premier décodeur, ainsi que les observations du canal.
Le décodeur inférieur calcule & son tour des informations extrinséques qu’il fournit au décodeur
supérieur par le biais des arétes non orientées entre les deux chaines, etc.

Notons que la valeur de ’APP finale obtenue & la suite des itérations n’est pas une valeur
exacte de ’APP, mais simplement une valeur approchée, du fait de la présence de cycles dans
le graphe du code composite. En effet, [84][52] ont montré que I’algorithme de décodage itératif
ne méne au calcul de ’APP exacte que s’il n’y a pas de cycle dans le graphe du code considéré.
Dans le cas contraire, l'algorithme peut ne jamais converger vers la valeur exacte de ’APP.
Heureusement en pratique, nous verrons dans la section suivante que malgré la présence de
cycles dans le graphe des codes composites, les performances obtenues avec de tels codes sont
particuliérement remarquables. Pour de plus amples détails sur 'influence des cycles dans le
graphe des codes composites, le lecteur est invité a se référer a [62][84][40].

2.5 Résultats de simulation

Les performances des différents codes composites évoqués dans ce chapitre ont été largement
présentées dans la littérature : [11][8][9][48] pour les turbo-codes paralléle, [6][7] pour les turbo-
codes série, [58][56] pour les codes LDPC, [14](62][55] pour les GLD blocs, [64][65] pour les codes
produits décodés avec 'algorithme de Chase. Cette liste n’est bien siir pas exhaustive.

Aussi nous ne nous intéressons dans cette section qu’aux performances des schémas de co-
dage et de décodage que nous avons introduits a proprement parler : le décodage itératif des
codes produits & 'aide de l'algorithme de Fossorier-Lin, et les codes produits construits a partir
de codes convolutifs & treillis circulaire. Les performances atteintes en considérant ’algorithme
sous-optimal de Fossorier-Lin sont comparées aux performances obtenues avec 1’algorithme aller-
retour optimal mais plus complexe. Nous observons par ailleurs comment se positionnent les
codes produits ainsi décodés par rapport aux limites présentées dans le chapitre 1. Enfin, pour
de grandes longueurs de code, nous introduisons les performances atteintes avec des codes pro-
duits construits & partir de codes convolutifs & treillis circulaire.

Pour I’ensemble des simulations présentées ci-aprés, la modulation employée est une modu-
lation BPSK et le canal est AWGN.

La figure 2.18 précise les performances obtenues lorsque I’on considére un code produit (J = 2)
construit a partir du code BCH étendu BCH(n = 32,k = 21,dg min = 6) et décodé a 'aide
de l'algorithme de Fossorier-Lin. L’ordre 1 et 'ordre 2 de retraitement sont considérés, et le
décodage itératif du code produit se déroule en 4 ou en 8 itérations. Nous notons par la suite ce
code CP(32,21,6)2.

A chaque retraitement, un mot de code est généré. Au total, I’ensemble restreint C’ contient
22 mots de code pour 'ordre 1 et 232 mots de code pour 'ordre 2. La figure 2.18 montre tout
d’abord que peu d’itérations sont nécessaires avec un code produit : en effet pour ’ordre 1 les
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Fia. 2.18 — Performances de ’algorithme de Fossorier-Lin, ordre 1 et ordre 2

performances sont identiques selon que 4 ou 8 itérations sont utilisées pour le décodage, tandis que
pour l'ordre 2, doubler le nombre d’itérations apporte un gain de 0.1 dB, ce qui est négligeable.
Par ailleurs, passer de l’ordre 1 & 'ordre 2 et accroitre ainsi la complexité du décodage!! pour
compléter ’ensemble C’, se traduit par un gain de 0.6 dB pour atteindre une probabilité d’erreur
par bit de 10™%.

La figure 2.19 compare les performances du code produit CP(32,21,6)? décodé par 1'al-
gorithme de Fossorier-Lin d’une part et par l'algorithme aller-retour d’autre part. L’ordre de
retraitement est égal & 2 pour l'algorithme de Fossorier-Lin. Le treillis du code BCH comporte
211 = 2048 états, pour I'algorithme aller-retour.

Comme pour 'algorithme de Fossorier-Lin, peu d’itérations sont nécessaires au décodage du
code produit pour converger vers sa décision finale. Les deux algorithmes ont des performances
trés similaires (0.2 dB de gain pour l'algorithme aller-retour), voire identiques lorsque la pro-
babilité d’erreur est inférieure & 10™*. La complexité de 1'algorithme de Fossorier-Lin, méme
lorsque 'ordre de retraitement est 2, est cependant plus faible que la complexité de ’algorithme
aller-retour appliqué & un treillis comportant 2048 états. Pyndiah et al. [64][65] ont obtenu des
performances similaires en utilisant ’algorithme de Chase [19]. L’avantage de ’algorithme de
Fossorier-Lin sur ’algorithme de Chase est qu’il ne nécessite aucun décodeur algébrique et peut
étre ainsi appliqué & tout code linéaire. Par ailleurs, il n’est pas nécessaire d’introduire des fac-
teurs d’oubli pour évaluer correctement ’APP et l'information extrinséque d’un bit codé.

La figure 2.20 permet de visualiser I’écart entre les performances du code produit CP (32,21, 6)?
et les performances d’un code optimal de méme longueur (N = 1024) et de méme rendement
(R = 0.43) sur canal gaussien (cf. chapitre 1). La distance minimale normalisée donnée par la
borne de Gilbert-Varshamov est § = 0.0883 pour un code de rendement 0.43. Le code produit
est décodé a l'aide de ’algorithme de Fossorier-Lin d’ordre 2, et de 8 itérations.

Pour une probabilité d’erreur de 107°, le code produit CP(32,21,6)? se trouve & 1.3 dB environ
de la probabilité d’erreur optimale sur canal AWGN pour N = 1024. Cette valeur est similaire &

"1a complexité est multipliée par un facteur 10 environ
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FiG. 2.19 — Comparaison de 1’algorithme de Fossorier-Lin avec l'algorithme aller-retour
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Fi1G. 2.20 — Position des codes produits par rapport aux codes optimaux

I’écart séparant les turbo-codes paralléle de cette méme limite pour un rendement et une longueur
équivalents.

Lorsque de plus grandes longueurs de code sont nécessaires, par exemple N = 16384 pour un
rendement de code R ~ %, deux démarches sont possibles avec les codes produits :
— on considére des codes constituants de longueurs plus grandes, mais de rendements iden-
tiques, c’est-a-dire égaux a % : pour J = 2, le code étendu (128,86) donne une longueur
N = 16384 et un rendement total R = 0.45

— on considére des codes constituants de longueurs plus faibles et de rendements plus grands,
mais on augmente le nombre de niveaux dans le code produit, i.e., J > 2

La premiére méthode augmente la complexité de décodage de maniére non négligeable : pour un
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tel code il est bien sir hors de question de considérer I’algorithme aller-retour (le treillis du code
aurait alors prés de 2%2 états! '2). L’utilisation de I’algorithme de Fossorier-Lin impose quant &
elle d’augmenter ’ordre de retraitement [37]. En ce qui concerne la seconde méthode, les codes
constituants doivent avoir des rendements relativement grands pour obtenir le rendement total
désiré. La différence entre le rendement de chaque code constituant et le rendement du code
produit est pénalisante au niveau du décodage élémentaire des codes constituants. Prenons par
exemple un code produit tridimensionnel de longueur N = 11088 et de rendement R = 0.466;
ce code produit peut étre obtenu a 'aide des codes en blocs C1(Ny = 24, K1 = 19), C%(Ny =
22, Ky = 17), et C3(N3 = 21, K3 = 16). Si le rapport signal-a-bruit du systéme est % =20
dB, alors, du fait de la différence de rendement, le code C' de rendement R; voit en son entrée

!
I’équivalent d’un rapport signal-a-bruit (%) = (2.0 — 10logo %) ~ —0.3 dB.

Nous proposons donc d’utiliser des codes convolutifs & treillis circulaire pour construire des
codes produits de grandes dimensions & deux niveaux (J = 2). Chaque code convolutif garde
cependant une longueur raisonnable pour permettre un décodage rapide des lignes et des colonnes
du code produit. Chaque ligne et chaque colonne peuvent étre décodées indépendamment les unes
des autres, en paralléle, ce qui permet de réduire le délai introduit par le décodage itératif. La
figure 2.21 compare les performances obtenues avec le code produit tridimensionnel construit
a partir des codes C!, C?, et C3, et les résultats donnés par un code produit bidimensionnel
construit & partir d’'un code TB de rendement %, de polynémes générateurs (23,31,35) et de
longueur n = 105. Le rendement de ce code produit est R = 0.444. Tous les codes constituants,
qu’ils soient en blocs ou convolutifs, sont décodés & 'aide de 'algorithme aller-retour. 4 ou 8
itérations sont utilisées pour le décodage itératif. Le gain atteint est de l'ordre de 1 dB pour une
probabilité d’erreur Pe, = 107%.

— 4it§rations
le-0lE s e 8 itérations|

le-02

Code produi b Code produi )

16-03 avec codes TB <5 tridimensionnel —— X\

le-04

le-05

Probabilité d’erreur par bit Peb

1e-06
0.5 1 15 2 2.5
Eb/No (dB)

Fi1Ga. 2.21 — Performances des codes produits construits & partir de codes convolutifs & treillis
circulaire

12méme si des techniques de simplification sont utilisées pour la construction du treillis, la complexité de celui-ci
reste prohibitive.
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2.6 Conclusions

Nous avons présenté dans ce chapitre les différentes structures utilisées pour construire un
code composite. Un tel code repose sur ’association de plusieurs codes constituants plus simples,
possédant chacun un décodeur élémentaire & entrée et a sortie souples. Le décodage d’un code
composite se fait par échange d’informations probabilistes entre les décodeurs élémentaires, au
cours d’un processus itératif. Ainsi, les turbo-codes, les codes LDPC, les codes de Tanner, ou les
codes produits appartiennent & la famille des codes composites.

Les performances analytiques de ces codes composites, lorsque le décodage optimise le critére
du maximum de vraisemblance, ont été briévement rappelées. Par ailleurs, les principes du dé-
codage itératif ont été exposés, et dans ce cadre un nouvel algorithme de décodage a été proposé
pour les codes produits. Cet algorithme s’appuie sur ’algorithme de Fossorier-Lin et permet de
décoder de maniére itérative les codes produits. Contrairement & l’algorithme de Chase, il pos-
séde ’avantage de pouvoir étre appliqué & un code en blocs linéaire quelconque. Cet algorithme
a montré de trés bonnes performances moyennant une complexité réduite, lorsque 1’ordre de re-
traitement est faible. Enfin, un schéma de code produit construit & partir de codes convolutifs &
treillis circulaire a été introduit pour améliorer les performances des codes produits de grandes
longueurs, tout en gardant un décodage paralléle des lignes et des colonnes du code produit.

Notons que dans ce chapitre, seuls des codes composites construits & partir de graphes bipar-
tites réguliers ont été considérés. Il est possible pour améliorer les performances de ces schémas
d’introduire de l'irrégularité dans leur graphe. Luby et al. [56] ou encore Chung et al. [21] ont
ainsi proposé des codes LDPC irréguliers permettant de se rapprocher davantage des limites
fixées par la capacité.
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Chapitre 3

Codes GLD construits a partir de codes
convolutifs *

Les codes LDPC [42] et les codes de Tanner [76], longtemps oubliés, ont été redécouverts
depuis l'introduction des turbo-codes en 1993 par Berrou et al. [11]. De nouveaux schémas ex-
ploitant les principes fondamentaux de ces codes ont été proposés. Ainsi, le remplacement des
codes de parité des LDPC par des codes en blocs plus complexes, tels que des codes de Hamming
ou des codes BCH, a été étudié par [62] et [55]. L’analyse des performances ML de ces codes a
montré que, comme les codes LDPC de paramétres (N, j,£) avec j > 3, les codes GLD blocs sont
asymptotiquement bons méme lorsque deux sous-matrices seulement sont considérées.

Nous proposons dans ce chapitre une généralisation différente des codes LDPC. Les codes de
parité sont maintenant remplacés par les équations de parité d’un code convolutif. Nous appelons
code GLD convolutif le code ainsi construit a partir de plusieurs codes convolutifs. Chaque sous-
matrice de la matrice de parité du code GLD convolutif correspond ainsi & la matrice de parité
d’un code convolutif.

Le chapitre est organisé comme suit. Nous présentons tout d’abord la définition et la structure
des codes GLD convolutifs et construisons leur matrice de parité a partir de la matrice de parité
du code convolutif constituant. Puis nous envisageons la représentation graphique d’un code
GLD convolutif. Nous montrons alors comment les turbo-codes, issus d’une concaténation série
ou paralléle, peuvent étre interprétés comme des cas particuliers de codes GLD convolutifs. Nous
analysons ensuite les performances de ces codes lorsqu’un décodage & maximum de vraisemblance
est mis en ceuvre. Il s’agit de performances moyennes obtenues en considérant ’ensemble de
toutes les permutations aléatoires possibles entre les codes constituants. Cette étude permet de
comparer ces codes aux codes composites introduits au chapitre précédent, notamment en termes
de distance minimale asymptotique et de gain d’entrelacement. Puis nous nous intéressons au
décodage itératif des codes GLD convolutifs. En effet, comme pour les autres codes composites,
le décodage & maximum de vraisemblance des codes GLD convolutifs est difficile & réaliser en
pratique. Par conséquent, le décodage itératif est envisagé pour approcher les performances ML.

*Le contenu de ce chapitre a été présenté en partie au Workshop on Coding and Cryptography (WCC), Paris,
France, 11-14 janvier 1999.
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Or ce décodage itératif est limité par la présence de cycles dans le graphe du code considéré. Nous
proposons alors un entrelacement particulier afin de diminuer le nombre des cycles et d’améliorer
le décodage itératif. Enfin nous présentons quelques résultats numériques obtenus par simulation
des codes GLD.

3.1 Définition et structure d’un code GLD convolutif

Soit C''(NV, K1) un code en blocs linéaire obtenu a partir d'un code convolutif C}(n, k) par
fermeture de son treillis'. Le code C! peut étre systématique ou non, récursif ou non.
Soient C2,...,C”, J — 1 codes en blocs linéaires, tels que C* = m;(CY), i = 2,...,J, ol
7, i =2,...,J, est une permutation aléatoire sur les bits, appliquée au code en blocs initial C*.
Nous avons alors la définition suivante :

Définition 3.1.1 (Code a faible densité généralisé construit a partir de codes constituants convo-
lutifs)

Un code a faible densité généralisé, construit a partir de J codes constituants convolutifs iden-
tiques, est un code en blocs linéaire C(N,K) défini comme l'intersection des codes C*, i =
1,...,J. Un tel code est appelé code GLD convolutif.

Notons que cette définition peut étre élargie & des codes constituants non identiques. Par la suite,
lorsque cela n’est pas spécifié, nous nous restreignons au cas ol tous les codes constituants sont
identiques.

Comme pour les codes LDPC, la matrice de parité d’un code GLD convolutif est obtenue &
partir des matrices de parité de ses codes constituants, 4.e., de la matrice de parité H' du code
C', puis de matrices résultant de I’application de permutations aléatoires sur les colonnes de H'.
Il est donc nécessaire de déterminer la matrice de parité d’un code convolutif.

3.1.1 Matrice de parité d’un code convolutif

Nous envisageons deux types de codes convolutifs : récursifs systématiques ou non récursifs
non systématiques. La matrice de parité d’un code est constituée d’équations de parité, c’est-a-
dire qu’elle est élaborée & partir des syndromes du code convolutif. Nous allons étudier comment
trouver ces syndromes dans les deux cas envisagés. Par ailleurs, un code convolutif étant infini par
définition, sa matrice de parité est elle aussi de dimension infinie. Nous analysons donc également
comment prendre en compte la fermeture du treillis du code convolutif dans sa matrice de parité.

Matrice de parité d’un code récursif systématique

Pour des raisons de simplicité, nous considérons uniquement des codes convolutifs récursifs
systématiques de rendement r = kLH’ représentés sous forme canonique : dans ce cas, un seul

'Par abus de langage, nous appellerons parfois code convolutif le code C*.
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registre & décalage est nécessaire pour le codeur. Le codeur RSC lit k bits d’information et
génére un bit de parité. Le nombre de bits a la sortie du codeur convolutif est donc n = k+1. La
longueur de contrainte du code est notée L = v + 1, o1 v est la mémoire du code. Le treillis du
code RSC a alors 2¥ états : v bits de fermeture sont nécessaires pour ramener le treillis & 1’état 0,
ce qui correspond & [{] branches dans le treillis. Le code convolutif est défini par n polynémes
générateurs, go(z),... ,gn—1(x) tels que :

L-1

gi(x):Zgng pour i =0,...,n—1,
=0

go(z) est le polynoéme de rétroaction du code récursif.

Les n séquences en sortie du codeur, notées s;(z), i = 0,... ,n — 1, et les k séquences en
entrée du codeur, notées e;(z), ¢ = 1,... ,k, sont liées par les équations suivantes :
. “ gi(z)
si(z) = ei(x) pouri=1,... ,k et so(x) = E 50(2) ei(z) . (3.1)
: 0
=1

La figure 3.1 donne la représentation canonique d’un code récursif systématique de rende-
ment 3/4, de longueur de contrainte L = 4 et de polynomes générateurs exprimés en octal
(15,16,13,17). Nous notons Cﬁsc ce code.

e1(x) =51 (z)

ea(z)

» 52()
\

\ \ _
e3(x) = s3(x)
- ;

P——> so(z)

FIG. 3.1 — Codeur du code RSC CESC de rendement r = 3/4, (15,16,13,17).

Les équations de parité du code RSC sont définies par le syndrome obtenu & l’aide des
équations (3.1) :

go(z)so(z) + g1(z)s1(z) + ... + gksp(z) =0  aveck=n—1. (3.2)

Ce syndrome permet de construire la matrice de parité semi-infinie Hzgcoo d’un code convo-
lutif systématique récursif. En effet, ’équation (3.2) s’écrit également :

L-1 /n—1 ) '
Z (Z gfs,(x)) ) =0. (3.3)

=0 \i=0

Soit m l'indice de colonne de la matrice de parité Hrscoo- Si2 m[n] =0,1,... ,k —1 alors la
colonne m est associée & un bit d’information ; sinon, elle est associée & un bit de parité. Chaque

*m[n] : m modulo n
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équation de parité de la matrice Hrgooo €St obtenue en décalant ’équation (3.3) de n bits vers
la droite. La longueur d’un syndrome étant nL, les équations de parité de cette matrice ne sont
par conséquent pas nécessairement disjointes : elles partagent en effet n(L — 1) bits. De plus, un
code convolutif étant de longueur infinie, sa matrice de parité Hrscoo est elle aussi de dimension
infinie :

[ g%_l g(()1) 00 0
In—1 90 9711—1 90 00 "
In—1 90 In—-1 90 In—-1 90 0
H = : : :
RSCo0 L-1 L-1 L2 L-2 0 0
In1 90 9%711 g% . T, 9n—1 L, 90 o
0 0 In—1 9  Yp1 - 90 92—1 9 0

Si ’on convertit le code convolutif représenté par la matrice de parité Hrscoo €n un code en
blocs de longueur Nrge et de dimension Kgrge par fermeture du treillis (i.e., retour a ’état 0),
[%] branches de fermeture sont nécessaires. Cette fermeture correspond aux [f] X n derniéres
colonnes et aux ([%1 + 1/) derniéres lignes de la matrice de parité Hrsc du code en blocs ré-
sultant. Les v derniéres lignes représentent les équations de fermeture du treillis : le registre est
vidé, il n’y a plus de nouveaux bits codés émis. Ces lignes sont obtenues en décalant le syndrome

de n bits jusqu’a ce qu’il n’y ait plus que des 0 & décaler. Notons, que si [% Y. i.e., sivn'est
k k

pas un multiple de k, alors il faut ajouter [£] x k& — v bits & 0 dans la trame d’information pour
rester dans ’état 0. Dans ce cas, en effet, il y a plus de bits sur les branches de fermeture que de
bits nécessaires réellement pour fermer le treillis, i.e., f%] X k bits au lieu de v. Par conséquent
une fois dans I’état 0, il est nécessaire de fournir en entrée du codeur des bits & 0 pour ne plus

changer d’état.

La dimension du code est donnée par :

= (25 1) o

car les bits de fermeture et les bits supplémentaires & 0 qui doivent étre ajoutés & la trame
d’information ne font pas partie des bits utiles. Le rendement du code en blocs obtenu est donc :

N v
_KRSC’: ( %SC_[E—DX]{"
Nrsc Nrsc

Rprsc est proche du rendement r = % du code convolutif initial si le nombre de bits de fermeture
est négligeable devant le nombre total de bits codés.

Pour illustrer la construction de la matrice de parité Hgrsc, nous allons considérer la matrice
de parité HE5C du code récemment introduit CEC. Les polynomes générateurs du code C/5¢
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s’écrivent :
glz) = 1+z+ z° ,
gi(z) = 1+z+2°,
g2(z) = 1+ 22+ 2%,
g3(z) = l+z+2°+2°

+ 4+ +

0.

Supposons que CE5C est transformé en un code en blocs de longueur Ngsc = 40. Une branche est
nécessaire pour fermer le treillis, soit 4 bits codés. La matrice de parité de C5C est représentée
sur la figure 3.2.

I

" fermeture
Ngsc =40 . dutreillis

1

-
-

|

11l100000000000000000000000000000000:0000
101111110000000000000000000000000000,0000
111010111111000000000000000000000000:0000
11011110101111110000000000000000000010000
000011011110101111110000000000000000:0000
000000001101111010111111000000000000,0000

gRsc —| 000000000000210111101011111100000000:0000
er 000000000000000011011110101111110000'0000
000000000000000000001101111010111111:0000

|
00000000000000000000000011011110101122111
00000000000000000000000000001101111011011 |fermeture
000000000000000000000000000000001101'!1110 | dutreillis

OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO:1101

F_-——

L~ syndrome de longueur nL

FIG. 3.2 — Représentation de la matrice de parité du code RSC CE5C de longueur 40 bits
La dimension de ce code est Krgc = 27, par conséquent, son rendement est égal & 0.675.
Cette valeur est faible par rapport au rendement initial du code convolutif qui est égal & 3/4;

1/10-éme des bits codés sont en effet des bits de fermeture.

Matrice de parité d’un code NRNS

Considérons maintenant un code convolutif non récursif non systématique (noté code NRNS)
de rendement r = % et de longueur de contrainte L. Le treillis de ce code posséde 2K(L—1) gtats ;
2F branches partent et arrivent a chaque état. La fermeture du treillis d’un tel code nécessite kv
bits & «0». Ce code est défini par les polyndmes générateurs go(z), g1(z),. .. , gn—1(z).
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La figure 3.3 donne le schéma du codeur d’un code NRNS de rendement 3/4, de longueur de
contrainte L = 2 et de polyndmes générateurs en octal (13,25,61,47). Nous notons par la suite

CNENS ce code, et HNENS sa matrice de parité.
13 » 50(z)
25 > s51(2)
— 4 e gi(2)
i o - 52()

k bits d'information

A
\J

kL (L=2,k=3)

F1G. 3.3 — Codeur du code NRNS de rendement 3/4 et de polyndmes générateurs (13,25,61,47)

Pour un code convolutif non récursif non systématique de rendement %, il existe n — k

syndromes qui sont obtenus & partir des n équations du code convolutif reliant les k entrées
ei(z), i=0,... ,k— 1, aux n sorties s;(z), ¢ =0,... ,n — 1, du codeur. Chaque syndrome est
de longueur n(k(L — 1) + 1). Comme dans le cas d’un code RSC, chaque syndrome est décalé
dans la matrice de n bits, a chaque instant de codage. La fermeture du treillis correspond aux
n(L — 1) derniéres colonnes et aux n(L — 1) derniéres lignes de la matrice de parité; les derniéres
lignes sont les syndromes de “contréle” de la fermeture du treillis.

Par exemple, pour le code CNENS de rendement 3/4, les 4 équations reliant les entrées aux
sorties du codeur sont :

so(z) = eaz) +z(ei(z) +e2(x)) ,
si(z) = ei(z) +z(eo(z) + e2(x)) ,
s2(z) = eo(z) +ei(z) + zea(z) ,
s3(z) = eo(z) +z(eo(z) + e1(z) + e2(z))

Elles définissent un seul syndrome donné par :

s1(2) + s2(2) + s3(2) + z(s0(2) + 52(2)) + 2%(s2(2)) + 2% (s0(2) + 51(2) + 52(2) + 53(2)) =0 .

La matrice de parité de ce code est représentée sur la figure 3.4 ; la fermeture du treillis nécessite
kx (L — 1) = 3 bits & 0. Le rendement de ce code pour Nyrnys = 40 est égal a 27/40 = 0.675.

Ces deux constructions donnent des matrices de parité a faible densité lorsque la longueur N du
code en blocs résultant de la fermeture du code convolutif est suffisamment grande par rapport
aux nombres de bits impliqués dans les syndromes. Elles permettent de construire la matrice de
parité d’un code GLD convolutif.
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| fermeture
Nnrns =40 1 dutreillis

! -
-

A

011100000000000000000000000000000000:0000
110001110000000000000000000000000000,0000
00101100011100000000000000000000000010000
111100101100011100000000000000000000:OOOO
000011110010110001110000000000000000,0000
000000001111001011000111000000000000,0000

gNBNSsCc _| 00000000000011110010110001110000000010000
er OOOOOOOOOOOOOOOO11110010110001110000:0000
000000000000000000001111001011000111,0000

___________________________________ Tk --
0000000000000000000000001111001011001'0111
OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO11110010:1100 fermeture
000000000000000000000000000000001111 0010 | dutreillis

0000000000000O00OO0OO0OO0OO0OO0OOOO0OO0OO0OO0O0O 111112
\ _

r_-—

__ " syndrome delongueur n(k(L-1)+1)

FIG. 3.4 — Représentation de la matrice de parité du code RSC CNENS de longueur 40 bits

3.1.2 Matrice de parité d’un code GLD

Par définition d’un code GLD convolutif C construit & partir d’un code convolutif C’(n, k)
dont le treillis est fermé (le code en blocs résultant est noté C!) et comportant J niveaux, nous
avons :

J
C=()C" avec C'=m(CY), i=1,...,J .
=1

oil 1 est la permutation identité (C! = 71 (C1)).

La matrice de parité de C est donc constituée de J sous-matrices H?, i = 1,...,J, chacune
d’entre elles correspondant & un code C*. Par analogie avec les codes LDPC, chaque équation de
parité de la premiére sous-matrice H' est remplacée par les n — k syndromes du code convolutif.
Les J —1 autres sous-matrices sont obtenues en appliquant les permutations aléatoires mg,... , 7y
sur les colonnes de la matrice H'. Les colonnes correspondant & la fermeture du treillis ne sont
pas entrelacées. La matrice résultante reste a faible densité ; cependant, les équations de parité a
I’intérieur d’une sous-matrice ne sont plus disjointes, ce qui rend inefficace le décodage proposé
par Gallager [42]. Il faut, par conséquent, utiliser la structure du code convolutif pour le décodage,
comme nous le verrons dans le paragraphe 3.4.

La forme de la matrice de parité d’'un code GLD convolutif est représentée sur la figure
3.5. Pour plus de clarté, la fermeture du treillis a été omise. Cette matrice est utilisée pour
le codage du code GLD convolutif. Elle peut étre aisément mise sous forme systématique par
élimination gaussienne du fait de sa structure. La matrice génératrice correspondante est alors
immédiatement déduite, et utilisée pour le codage du code GLD convolutif, aux permutations de
colonnes prés. Nous n’avons malheureusement trouvé aucun schéma de codage s’appuyant sur
la structure du code GLD, c’est-a-dire sur les codes convolutifs le constituant. La complexité du
codage des codes GLD convolutifs augmente donc avec la longueur du code et peut nécessiter,
dans certains cas, des ressources importantes en termes de mémoire et d’opérations afin de définir
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la matrice génératrice du code et d’effectuer ’opération de codage.

,,,,,,,, code convolutif 1

sermution -

code convolutif 2

I syndromes

FiG. 3.5 — Structure de la matrice de parité d’'un code GLD convolutif & J = 2 niveaux

Calculons maintenant le rendement d’un code GLD convolutif construit & partir de J codes
constituants, identiques & une permutation prés au code C'. Chaque sous-matrice est de taille
(N — K1) x N, ot K; est la dimension du code en blocs C! et N est la longueur du code GLD
convolutif C. La matrice du code de parité est, par conséquent, de dimension J(N — K7) x N.
Comme les permutations w;, 2 =1,...,.J, sont aléatoires, le rendement du code GLD convolutif
est minoré par :

K J(N — K;)
==2>1-—"
R N — N ’
soit, si 7, est le rendement du code en blocs C?,
R>1-J(1-m), (3.4)

ou 'inégalité provient du fait que certaines lignes de la matrice peuvent étre dépendantes suite
aux permutations aléatoires. Cette inégalité montre que, pour avoir un rendement total positif,
le rendement du code constituant ne doit pas étre inférieur & 1 — % Dans le cas d’'un GLD
convolutif construit & partir de J = 2 codes, le rendement total du code GLD s’écrit R > 2r; — 1.
Par conséquent, le rendement du code constituant ne doit pas étre inférieur a 1/2.

Aprés avoir étudié la représentation matricielle des codes GLD convolutifs, intéressons-nous
maintenant & leur représentation graphique, trés utile pour mieux comprendre la propagation de
I'information lors du décodage.

3.1.3 Représentation graphique

Sans perdre en généralités, nous considérons dans ce paragraphe un code GLD convolutif
C construit a partir de deux codes identiques de longueur N. Ce code peut étre représenté
de maniére trés simple & l'aide d’un graphe bayésien. En effet, nous avons vu au chapitre 2
que chaque code convolutif C* est caractérisé par une chaine de plusieurs super-sommets, ol
chaque super-sommet inclut 1’état du codeur, les n bits codés & la sortie du codeur convolutif &
chaque instant, et la sortie du canal correspondante. Le réseau bayésien du code GLD convolutif
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C est alors obtenu en reliant les super-sommets des deux chaines représentant les deux codes
convolutifs par un entrelaceur, via n branches. La figure 3.6 donne le graphe bayésien d’un code
GLD convolutif construit & partir de deux codes de rendement 3/4.

@ super-sommet = état + sortie du codeur + observations% degré =4

chaine du code convolutif 1

Y

Y

chaine du code convolutif 2

Fia. 3.6 — Graphe bayésien d'un code GLD convolutif construit & partir de deux codes de
rendement 3/4

La représentation de Tanner d’un code GLD convolutif est également trés simple. Par analogie
avec les codes LDPC, chaque bit appartient & J = 2 codes convolutifs, au lieu de j équations de
parité. Chaque sous-code agit sur N bits codés. Par conséquent, dans le graphe de Tanner, les
sommets sous-codes sont maintenant des codes convolutifs. Dans notre cas particulier ou J = 2,
nous obtenons le graphe représenté sur la figure 3.7.

code convolutif

N bits codés J=2 sous—codes

Fic. 3.7 — Graphe de Tanner d’'un code GLD convolutif construit a partir de deux codes
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3.2 Interprétation des turbo-codes en termes de GLD convolutif

Les turbo-codes série [7] et paralléle [11] peuvent étre interprétés comme des cas particuliers
des codes GLD convolutifs, c’est-a-dire comme l'intersection de deux (ou plus) codes convolutifs
entrelacés. Par la suite, nous négligeons la fermeture du treillis dans la représentation de la
matrice de parité de ces codes.

Soit Cpeec(NV, K) un turbo-code paralléle construit a partir de deux codes RSC identiques
liés via un entrelaceur de longueur K. La matrice de parité H' du premier sous-code C!(Ny, K)
est similaire & la matrice de parité définie dans le paragraphe 3.1.1, mais les K colonnes associées
aux bits d’'information peuvent maintenant étre regroupées dans la partie gauche de la matrice
pour constituer la partie systématique du code. Le code C! est ensuite étendu en ajoutant Ny — K
colonnes & 0 dans la partie droite de la matrice H'. On obtient le code C, de matrice de parité
H(,,. Cette matrice est donc constituée de trois blocs :

— le premier bloc est de dimension (N7 — K) x K et regroupe les bits d’information

— le second bloc est de dimension (N7 — K) x (N7 — K) et est associé aux bits de parité

— enfin le troisiéme bloc est de dimension (N7 — K) x (N — (N; — 2K)) et ne contient que

des “0”.
Le turbo-code paralléle Cpoec (N, K) est un code GLD convolutif obtenu en prenant l'intersection
de Cl,, et de w(CL,,), ot la permutation 7 agit de maniére aléatoire sur les K bits d’information,
c’est-a-dire sur les K premiéres colonnes de la matrice H_,,, et permute les deuxiéme et troisiéme
blocs de cette matrice. La figure 3.8 illustre la matrice de parité d’un turbo-code paralléle ainsi

construite. Du fait de la structure de cette matrice et, en particulier, de la présence de colonnes

K N, - K
-
: :
I |
cL., Bits d’information |  Parité1 | 0 Ny — K
| |
Il Il
I |
I |
I |
7(CL,;) T (Bits d'information) 0 | Paité 2 N, - K
I |
| |

A
\J

N

FiG. 3.8 — Matrice de parité d'un turbo-code paralléle

nulles dans les sous-matrices et de la définition de la permutation, le rendement du turbo-code
paralléle ne peut étre obtenu en appliquant directement la formule (3.4) sur le rendement r; du
code C'. En effet, si r| = N%’ le rendement total du turbo-code est égal a :

Nl—K . T1
K+2(Ny—-K) 2—r;’

RPCCC =1-2

soit Rpcoc = 1/3 lorsque r1 = 1/2. Pour retrouver cette valeur Rpooc = 1/3, il nous faut
appliquer la formule (3.4) en considérant le rendement du code étendu r§** =

[SULN
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Le raisonnement est similaire pour un turbo-code série Cscce construit & partir de deux
codes convolutifs C' (N1, K) (code extérieur NRNS) et C2(N, N1) (code intérieur RSC), liés par
un entrelaceur de longueur égale & N;. La premiére sous-matrice H' du code NRNS C?, de
dimension (N; — K) x N, est obtenue en étendant la matrice H' du code NRNS C! 4 ’aide de
N — N; colonnes nulles. Le code résultant est appelé CL,, et sa matrice de parité est notée H.,.
Notons que les Ny premiéres colonnes de H.,, représentent Nj bits codés, dans le cas d'un code
non récursif non systématique : il n’y a plus de sous-blocs séparant les bits d’information des bits
de parité, i.e., la matrice Hézt n’est plus constituée que de deux blocs, 'un contenant les bits
codés et I’autre uniquement des bits a “0”. Le code C?(N, Ny) est, quant & lui, un code récursif
systématique. Sa matrice de parité est donc composée de deux sous-blocs, I'un de dimension
(N — Np) x Ny contenant les bits d’information, l’autre de dimension (N — Ni) x (N — Nj)
contenant les bits de parité. Le turbo-code série est un code GLD convolutif obtenu en prenant
I'intersection du code Cl,, et d'une version permutée du code C?, notée 7(C?), oit 7 est un
entrelaceur particulier agissant sur les N; premiéres colonnes de Hy seulement. La figure 3.9

présente la matrice de parité d’un turbo-code série ainsi construite. De méme que pour le turbo-

Ny N —N;

I
|

cL, Bits codés | 0 N1 - K
|
|
:
- z !

7(C?) T (Bits codés) 1 Parité 2 N -N;
|
|
|

- N o

F1G. 3.9 — Matrice de parité d’un turbo-code série

code paralléle, la formule (3.4) ne peut étre directement appliquée pour calculer le rendement du
turbo-code série. Si r = N£1 et o = % sont les rendements respectifs des codes C! et C?, alors
le rendement du turbo-code série est :

Rscoo =11 72 -

La construction des codes GLD convolutifs étant décrite, nous pouvons maintenant examiner les
performances que 1’on peut espérer de tels codes.

3.3 Analyse des performances des codes GLD convolutifs

Nous nous intéressons dans cette partie aux performances des codes GLD convolutifs, lorsque
ceux-ci sont décodés en optimisant le critére du maximum de vraisemblance (critére ML). Nous
déterminons dans un premier temps la distribution de poids moyenne de ces codes, ce qui fournit
une borne supérieure de leur distance minimale. Puis nous déduisons de cette distribution une
borne de la probabilité d’erreur par bit et par mot sur le canal gaussien. Enfin, nous étudions
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une borne inférieure sur la distance minimale des codes GLD convolutifs, ce qui nous permettra
d’établir une propriété asymptotique sur la distance de ces codes.

Nous supposons pour simplifier notre étude que le code GLD convolutif considéré est construit
a partir d’un code convolutif transformé en un code en blocs linéaire C' par fermeture de son
treillis et de J—1 permutations aléatoires de ce code, mo(C1), ... ,77(C'). Le code GLD convolutif
C et le code constituant C' sont de longueur N, de dimensions respectives K et K et de distances
minimales respectives dymin €t di.

3.3.1 Distribution de poids moyenne

Soit A (w) le nombre de mots de code de C' de poids w. La distribution de poids moyenne
d'un code GLD convolutif s’obtient en moyennant sur l’ensemble des entrelaceurs aléatoires
mi, 1 =2,...,J, de longueur N.

Soient P(w) la probabilité qu’une séquence de poids w soit un mot de code de C, et A(w) le
nombre total de mots de code de C de poids w. Il existe Cy mots de poids w et de longueur N ;
par conséquent, nous avons la relation suivante :

A(w) = CUP(w) .

Soient P;(w),... ,Py(w) les probabilités qu’une séquence de poids w soit un mot de code de
Cl,...,C” respectivement. Les codes C?,... ,C” étant des versions permutées du code C1, les
probabilités P;(w) sont toutes identiques et égales a Pj(w). Or, par définition, le code GLD
convolutif C est lintersection des codes indépendants C',...,C”, donc la probabilité P(w)
s’écrit :

De plus,
Ai(w) = CyPi(w) .

La distribution moyenne de poids du code GLD convolutif est donnée par le théoréme suivant :

Théoréme 3.3.1 (Nombre moyen de mots de code)
Soit C(N, K) un code GLD convolutif. Le nombre moyen A(w) de mots de code de C de poids w
est :

Alw) = ———~ . (3.5)

La distribution de poids A;(w) du code convolutif C'! peut étre calculée & I’aide de sa matrice de
transition 77 élevée a la puissance % , oll % correspond au nombre de branches dans le treillis
du code [27]. La construction de la matrice T} et ’obtention de A;(w) sont expliqués en annexe

C.
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La formule (3.5) a été appliquée a un code GLD convolutif de longueur N = 200, construit
a partir de deux codes RSC de rendement 3/4 et de polynémes générateurs (15,16,13,17). Le
rendement total du code C est égal & 1/2. Les premiers termes de sa distribution de poids sont
donnés dans la table 3.1. Cette distribution de poids est comparée 4 la distribution de poids d’un
code aléatoire pour N = 200 sur la figure 3.10. Les deux distributions sont trés proches, voire
confondues au niveau de leur partie centrale.

| Poids w | Coefficient A(w) | Poids w | Coefficient A(w) |

4 3.4e-3 17 3.7e-1
) 1.4e-3 18 9.1e-1
6 8.9e-4 19 2.3e+0
7 6.3e-4 20 6.1e+0
8 1.3e-3 21 1.66e+1
9 2.0e-3 22 4.65e+1
10 3.1e-3 23 1.34e+2
11 4.8e-3 24 3.96e+2
12 8.6e-3 25 1.19e+3
13 1.6e-2 26 3.71le+3
14 3.4e-2 27 1.16e+4
15 7.2e-2 28 3.75e+4
16 1.6e-1 29 1.22e+5
TaB. 3.1 — Distribution de poids moyenne du code GLD construit & partir du code CE5C avec
J=2
1e+30 x
Code GLD
Code aléatoire--—--
le+25
3
3
2 le+20
8
E  les1s
° /
°
£ 1er10 \
100000 \
1 "” \\\\
0 50 100 150 200
Poids des mots de code
FIG. 3.10 — Comparaison de la distribution de poids du code GLD construit & partir de CZ5¢

(J = 2) et de la distribution de poids d’un code aléatoire, N = 200

La distribution de poids moyenne d’'un code GLD convolutif permet d’obtenir une borne
supérieure A de sa distance minimale dymin, pour une longueur de code N fixée. En effet,

Pr(dumin < A) =Pr(3 v € (GF(2))Y,wy <A,veEC),
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oll wy désigne le poids de la séquence v. La borne de I'union appliquée & cette égalité donne :

A
Pr(dumin <A) <Y Pr(3v e (GFQ2)Y,veCw, =i).
i=1
Or il existe M = C% séquences de poids i dans (GF(2))", notées s1,... ,sp, donc :

A
Pr(dumin < A) <Y Pr((s; € C,ws, =i) U (sp € Cyws, = 1) U... U (s € C,wsy, = 1))
=1

soit,

A M
Pr(dumin < A) <Y Y Pr(s; € C,ws; =1)
i=1 j=1

La probabilité Pr(s; € C,ws; = %) est, par définition, égale & la probabilite P(i), Vj, d’ot :

A
=1
A .
< Y P
=1

A
< Z A(i) (3.6)

Par conséquent, une borne supérieure est donnée par A, le plus petit entier vérifiant :

{Z A<w)J 1

Le tableau 3.2 donne quelques valeurs de A pour le code GLD convolutif construit & partir du

code CESC pour différentes longueurs de N.

‘ Longueur N ‘ Borne Supérieure A ‘

100 11
200 18
300 24
400 31
500 37
600 43
700 49
800 56

TAB. 3.2 — Borne supérieure A en fonction de la longueur du code N, R = %

Une borne supérieure de la distance minimale des turbo-codes série et paralléle peut également
étre obtenue de maniére identique & partir de leurs distributions de poids moyennes [6]. La figure
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3.11 représente ’évolution de la borne supérieure de la distance minimale, pour des longueurs
de code allant de N = 100 & N = 800, un rendement total R = 1/3, et un entrelacement
pseudo-aléatoire, dans les trois cas suivants :

—~ GLD convolutif, J = 2, code constituant (23, 31,35) (16 états),
— turbo-code paralléle, J = 2, code constituant (23,35) (16 états),
~ turbo-code série, J = 2, codes constituants (7,5) (4 états) et (23,31,35) (16 états).

T " GLD Convolutif
] Turbo-code paralléle
""" o Turbo—code série
8 100
[
a
o /
3 8
@
[eN
@
D 60
£
: S
e (S 0= N S B
40
/ e
20 g:’;;l'_,;:,«,,,; ,,,,,,,,,,,,,, e - B

100 200 300 400 500 600 700 800
Longueur du code N

F1G. 3.11 — Evolution de la borne supérieure A de la distance minimale

Plus que les valeurs mémes de la borne A, il est intéressant de noter sur cette figure la
nature de ’évolution de A en fonction de N. En effet, dans le cas des codes GLD convolutifs,
pour J = 2, cette évolution est linéaire, contrairement aux turbo-codes paralléle et série. Pour
le turbo-code paralléle, la distance ne varie que trés peu en fonction de la longueur N du code.
Ce comportement se rapproche des résultats sur la distance minimale présentés par Kahale et
Urbanke [50] et rappelés au chapitre 2.

3.3.2 Probabilité d’erreur sur canal gaussien

La distribution moyenne de poids du code GLD convolutif peut également nous permettre de
déduire une borne de la probabilité d’erreur de ce code sur le canal gaussien. En effet, ’entrelaceur
présent dans les codes GLD convolutifs agit sur I’ensemble des bits codés, de telle sorte que tous
les bits codés sont protégés de maniére égale. Par conséquent, seul le polynéme énumérateur
de poids A(w) est nécessaire pour calculer la probabilité d’erreur par mot et par bit lorsque le
décodage du code GLD C optimise le critére ML : le polynéme énumérateur de poids conditionnel
par rapport au poids de I’entrée n’est plus nécessaire contrairement au cas des turbo-codes (cf.
chapitre 2). Les probabilités d’erreur par mot et par bit sont alors obtenues en appliquant la
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borne de 'union et sont majorées par :

N
Pe,, Z A(w)Q( Rw%) ,

w=d1

IA

w 2F
Pe, < —A i)
o < 3 waono(frl)
=d1

ou % est le rapport signal-a-bruit moyen par bit et @Q(z) désigne la fonction d’erreur. La figure
3.12 donne la probabilité d’erreur moyenne par bit obtenue aprés le décodage ML du code GLD
convolutif de rendement R = 1/2 construit & partir du code CES¢ (J = 2). Deux longueurs N
du code sont envisagées : N = 200 et N = 800. Le canal est un canal AWGN.

———
le-02 e o
\
le-04
le-06
o
[
o
le-08
le-10
—_— BPSK non codée
le-12+ code GLD N=200
———————— : codg GLD Nf800
0 1 2 6 7 8

4 5
Eb/No (dB)

F1G. 3.12 — Probabilité d’erreur moyenne par bit pour N = 200 et N = 800

Notons que des bornes plus précises a faible rapport signal-a-bruit peuvent étre considérées
pour estimer les probabilités d’erreur par mot et par bit. Le lecteur est en particulier invité a se
référer aux travaux de Duman et Salehi [30], ou de Sason et Shamai [69].

Nous avons vu que la distribution moyenne de poids des codes GLD convolutifs nous permet
de déduire une borne supérieure de la distance minimale moyenne de ces codes, et d’obtenir une
borne supérieure de leurs probabilités d’erreur par bit et par mot pour le canal gaussien. Nous
allons maintenant nous intéresser & une borne inférieure de la distance minimale moyenne.

3.3.3 Borne inférieure de la distance minimale des codes GLD convolutifs

Gallager [42] a montré que les codes LDPC construits & partir de simples équations de parité
sont asymptotiquement bons lorsque j > 3 (j “1” par colonne), c’est-a-dire que la distance
minimale moyenne dypin(LDPC) d'un code LDPC de longueur N est bornée inférieurement
par dN, ol § est une constante positive. Par ailleurs, il a également été démontré [14][62] que
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les codes de Tanner construits & partir de graphes bipartites aléatoires et de codes BCH sont
asymptotiquement bons pour J = 2 seulement (2 sous-matrices). Le théoréme 3.3.2 établit que
la distance minimale des codes GLD convolutifs vérifie la méme propriété.

Théoréme 3.3.2 (GLD convolutifs asymptotiquement bons)

Le code GLD convolutif C(N, K, dmin) construit a partir d’un code convolutif C de rendement %,
transformé en un code en blocs C1(N, K1) par fermeture de son treillis, est asymptotiquement bon
pour J > 2. Quand N est suffisamment grand, sa distance minimale normalisée Opmin = dymin/N
est bornée inférieurement par une constante positive §. La constante ¢ est la plus petite racine
positive non nulle de ’équation B(A\) =0, ou

BO\) = (J—1)H(\) — J ((% _ (%) 24 <%A_ A) FAH (di1> + BAH (i) + dilln(adl)) ,
(57)

et B(A) > 0 pour X €]0...4][.
Dans Uéquation ci-dessus,
- H(z) = —zIn(z) — (1 — z) In(1 — z) désigne la fonction entropie naturelle,
— B3 est une constante positive dépendant de la fonction de transfert du code convolutif C},
— dy est la distance libre du code C.,
— ag, est le nombre de chemins de poids di dans le diagramme d’état du code Ccl.

Démonstration :
Sans perdre en généralités, nous considérons que le code C} est un code convolutif récursif
systématique. Aprés fermeture de son treillis ce code est noté C et sa longueur est N.

Pour démontrer le théoréme 3.3.2, nous procédons comme suit. Nous évaluons tout d’abord
une borne supérieure du nombre de mots de code de poids w de C', noté A;(w), en décompo-
sant chaque mot de code en événements d’erreurs simples. Nous introduisons alors le coefficient
Ai(w,e,p), qui désigne le nombre de mots de code de poids w de C' constitués de e événe-
ments d’erreurs et de p branches. A l’aide des bornes supérieures obtenues sur A;(w, e, p) puis
sur A;(w) et du théoréme 3.3.1, nous déduisons une borne supérieure du nombre A(w) de mots
de code de poids w du code C. Cette borne supérieure est une borne exponentielle en N de la
forme exp(—NB(A)). L’étude de la fonction B permet d’achever la démonstration du théoréme
et d’évaluer la distance minimale normalisée d.

1. Borne supérieure du coefficient A;(w, e, p) :

Pour évaluer le nombre de mots de code de C! de poids w, nous introduisons le coefficient
Ai(w, e, p) désignant le nombre de mots de code de C! de poids w, formés par la concaténation
de e événements d’erreurs simples consécutifs dans le treillis et constitués de p branches [8]. Un
mot de code de poids w formé de 3 événements d’erreurs simples consécutifs et de p branches
est représenté sur la figure 3.13.

Il existe C'% événements d’erreurs composés de e événements d’erreurs simples (non
n

pte

obligatoirement consécutifs) pour un total de p branches : % — p + e correspond en effet au
nombre de positions sur la fenétre de longueur % branches ol peut commencer un événement
d’erreur simple. Par conséquent, le nombre total de mots de code A;(w) de poids w peut s’écrire
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e=3 événements d’erreurs

A
\J

w = w1 + w2 + w3 p=p1+p2+ps3
1 2 3
w1, P1 w2, P2 w3, p3

FiG. 3.13 — Mot de code constitué de e événements d’erreurs consécutifs et de p branches

comme la somme sur tous les mots de code constitués de e événements d’erreurs et de p branches :
= Z Z Ce% _p+eA1(w, e, p) . (3.8)
e p

Le coefficient A;(w, e, p) s’exprime ainsi :

Al(w,e,p) = Z Z Ha wzapz ) (39)

w1,WQ,.-. , We P1:P25---:Pe
wytwat...twe=w p1+p2+...tpe= p

ou a(w;, p;) est le nombre de mots de code de poids w; composés de p; branches correspondant

a un seul événement d’erreur. Le coefficient a(w;, p;) peut étre relié a la fonction de transfert
T(D, L) du code convolutif C} par :

T(D.1) = ¥ aw, D 17
w,p

pour D et L positifs définis dans le domaine de convergence de T'(D, L). La fonction T'(D, L) est
une somme de termes positifs ou nuls, par conséquent, en appliquant un raisonnement similaire
a celui de Gallager [42], nous obtenons :

a(wi, pi) < T(D,L)D™™ L% Y wy, p; . (3.10)

En combinant les équations (3.9) et (3.10) nous avons :

Ai(w,e,p) < > > T(D,L)D L, (3.11)

W1,W5--- , We P1:P2>--- sPe
w1 twyt...fwe=w p1+pa+...+pe=p

car
€ [
[[a(wip) < [[7(D,L) DL
i=1 1=1
< T(D,L)*D~ i1 wi [ =325 pi
< T(D,L)*D™™“L"*.
La somme sur toutes les valeurs de w; ,¢ = 1,... ,e, telles que wy +wo+. .. +we = w, correspond
au nombre de partitions ordonnées d’un entier positif w en e éléments positifs wq, ... , w,. Il existe

exactement Ce _ partitions ainsi définies. Il en est de méme pour la somme sur toutes les valeurs
de p; ,i =1,... e, tellesque p1 +p2+ ...+ pe =p: C';_l partitions ordonnées peuvent étre
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déterminées pour décomposer un entier positif p en e parties positives. Par conséquent, 'inégalité
(3.11) s’écrit :

Ay (w,e,p) < Cy {Co{T(D,L)* D™ L7 .
Pour L =1, ’équation précédente devient :

Ay (w,e,p) < Co i Co—IT(D)*D™™ . (3.12)

Considérons maintenant les valeurs maximales de e et de p :

— Chaque événement d’erreurs a un poids au moins égal & la distance libre d; du code C_.
Par conséquent, le nombre maximal d’événements d’erreurs e correspondant & un poids w

est emax = ;"—1.

— Par ailleurs, une borne supérieure du nombre de branches p est Sw, ol 8 est une constante
donnée par le cycle du treillis (ou du diagramme d’état) du code C qui maximise le rapport
5. Considérons par exemple le cas d’un code récursif systématique de rendement kLH, de
polyndéme de rétroaction primitif. En envoyant un “1” en entrée du codeur suivis de “0”
uniquement, tous les états non nuls du codeur sont parcourus avant de revenir & 1’état
initial, puis ils sont de nouveau passés en revue de maniére cyclique tant qu’il n’y a pas de
“1” en entrée du codeur pour sortir de ce cycle. Ceci nous permet de trouver :

e le cycle produisant un poids minimal,

e le nombre de branches maximal pour atteindre ce poids.

La figure 3.14 représente la succession des états pour le code , et les différentes
branches de poids 1 reliant les états. L’analyse de cette figure permet de dégager le cycle
dessiné sur la figure 3.15 : sa longueur est égale & 5 et son poids & 2 ce qui donne une valeur
de [ égale & g pour ce code.

Les figures 3.16 et 3.17 donnent le cycle maximisant le rapport 5 pour les codes récursifs
systématiques de rendement R = 3/4 et de polyndmes générateurs respectifs (31,23, 27, 37)
et (51,63,73,57). Dans ces deux cas, les cycles sont de longueurs et de poids respectifs
(p=T,w=2)et (p =4,w = 1), ce qui correspond aux valeurs de f = 7/2 et § = 4
respectivement.

L’¢valuation directe de la distribution de poids de C', i.e., le calcul des coefficients A; (w, e, p),
nous a permis de trouver le rapport maximal exact du nombre de branches p sur le poids w
et de valider les valeurs de S trouvées en observant le treillis. Par conséquent, nous prenons

Pmax = /Bw-

RSC
Oe:c

A T'aide des valeurs maximales de e et de p, nous pouvons maintenant majorer le coefficient
Ai(w, e, p). Il est possible de montrer numériquement que lorsque D tend vers 0, et pour r =
% > % (pour que le rendement du code GLD convolutif ne soit pas nul, le rendement du code
constituant doit vérifier r > 1 — %), nous avons l'inégalité :

[]-1

WHT(D)%D*W . (3.13)

21-1
Al(wa eap) < C[d W

w—1

C

La figure 3.18 compare la valeur maximale du coefficient A;(w, e, p) & la borne supérieure de
I'inégalité (3.13) en fonction du poids w, pour le code RSC de rendement % et de polynémes
générateurs (31,23,27,37).
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poids . i
@ —>—@ branche de poids 0 en entrée

poids .
® - > -® branche de poids 1 en entrée
et de poids total 1

FIG. 3.14 — Succession des états pour le code C/5¢

--—-= @tat relié a I’état 0

F1G. 3.16 — Cycle maximisant le rapport £ pour le code (31,23,27,37)

état 3

état 6 _état 24

N
N

RN

7 état 12

FiG. 3.17 — Cycle maximisant le rapport £ pour le code (51,63, 73,57)
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F1G. 3.18 — Borne supérieure du coefficient A (w, e, p) en fonction du poids w
2. Borne supérieure du coefficient A;(w) :
En combinant les inégalités (3.8) et (3.13), nous obtenons :
SRR P Ik )
dy dy q4 —w e
Ai(w) <G Crgha \T(D) D >N Cx e - (3.14)
e=1 p=1

Par ailleurs, un événement d’erreurs est constitué d’au moins deux branches. Ainsi, e événements
7 7
d’erreurs sont constitués d’au moins 2e branches. Or, dans notre cas, e événements d’erreurs

représentent p branches, d’ou :
2e<peelp—e.
Par conséquent,

€ €
C% —pte < C%fe

Pour pouvoir majorer le coefficient binémial Ceﬂ_e, nous devons analyser le comportement

de la fonction h(z) = Cj_, pour z et p entiers posi‘:ifs, et p fixé.

Posons u = h%m(:)l). Par définition,

(p—xz—1)! 2! (p—22)!
p—z)N (z+1)! (p—2(x+ 1))’

u =

soit,

_(p—22)(p—22-1)
(z+1)(p— )

La fonction h est croissante si 4 > 1, ce qui équivaut & résoudre 1'inégalité :

522 4 (3 — 5p)z +pp—2) > 0.
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Le discriminant de 1’équation 522 + (3 — 5p)z + p(p — 2) = 0 est égal & 5p% + 10p + 9 et est
strictement positif; les solutions de I’équation sont :

—(3—5p) — /5p2 + 10p+ 9
ri(p) = (8 = 5p) PERPEI S0 Vp>2,

10

5a(p) = —(3—"5p) +/5p*+10p+9 S0 Vp>0.
10
La fonction h(z) est une fonction croissante pour = € ([0, z1(p)] U [z2(p), +00o[) N IN. Dans notre
cas, = est égal & e, le nombre d’événements d’erreurs pour un poids total w, et p = % (p>2).
Nous avons vu que le nombre d’événements d’erreurs e est majoré par ;"—1. De plus, nous nous
intéressons & des poids w proches de la distance minimale du code GLD. Cette distance minimale
est au mieux égale a la valeur de la distance dN donnée par la borne de Gilbert Varshamov pour
les codes binaires, soit 0.11 N dans le cas d’un code de rendement 1/2 ou 0.1739 N dans le cas

d’un code de rendement 1/3. Examinons dans ce cas la position de z; ( ) et o ( ) par rapport

a ‘”Y . Nous pouvons aisément démontré que la valeur minimale de N pour laquelle
ON N N
e<—<z|—|<z2| —
dq n n

(2dy — 36n)nd;
d? — 5éndy + 5n242

est donnée par :

Nmin =

o . . . .
lorsque d; > w Par exemple, si on considére le code GLD construit & partir du code
CRSC tel que n = 4, d; = 4 et 6 = 0.11 donné par la borne de Gilbert Varshamov, la valeur
minimale de N est 14.

Par conséquent, nous nous plagons dans l'intervalle ol la fonction h est croissante, donc

h(e) < ([ 21), soit :
1

Ak

B Gl gl gl

C%_, < Cj[vdl

En remarquant de plus que C,, < Oyt et me]il < Cfﬂﬂﬂ , I'inégalité (3.14) s’écrit :
w w11 w w
Aj(w) < [Bw [‘“] c{;;} T(D)dlD_“’C[dl]
ol
w N _ w1 w w
< ( [ w )[ﬂ ]C[dJ C[[/;;l T(D)%1 D C{dl} . (3.15)

3. Borne supérieure du coefficient A(w) :

La borne de Stirling sur les factorielles conduit & :

1
2N )

1 1
T exp (NH()\) — m) oy NN ) exp (NH()\)) ,

avec A = § et H est la fonction entropie naturelle.
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En combinant I’approximation ci-dessus avec l'inégalité (3.15) et le résultat du théoréme
3.3.1, nous obtenons que le coefficient A(w) est majoré par :

A(w) < C(N, X exp(—Nf()\), (3.16)
CON, ) = exp (m) ( 2rNA(1 — )\))Jil ((N 4+ 1)(BAN + 1))JJ
(\/(2#)3()&1—]1V —-1)3 (1 - %) (1 — ﬁ%) (1 _ m))
et

1 1[N [2) -1 %11
o :(J‘”m”‘J<(;‘N[Eﬂ)ﬂ(%—vﬂﬂ*“ﬂ<(xN )+
ANT 1
2 (St )+ 2w (52) @17

Dans l’expression de f(A), toutes les quantités = dont on considére lentropie H(z) vérifient
0 <z <1/2. 1l est donc possible de conserver 'inégalité (3.16) en considérant un majorant de x
inférieur & % Ainsi :

Enl 1 -1 1 [4] - A
H( N ><H(d1) H(WM)SH(%) tH(f: zw)“@—A)'

Par ailleurs, lorsque D — 0, In (TD(E?I)) ~ ag4,, OU aq, est le nombre de chemins de poids d; dans

le diagramme d’états de C}. Nous obtenons ainsi la fonction B donnée par :

B(\) = (J — VH() —J((%— dil) " (%A_A) FAH (dll) +BAH (ﬂih) eri1 ln(ad1)>

et telle que

A(w) < C(N, ) exp(~NB(\)) . (3.18)

4. Etude de la fonction B et évaluation de la distance § :

Examinons I’allure de la fonction B. Asymptotiquement lorsque NV tend vers l'infini, le nombre
de mots de code A(w) de poids w tend vers 0 si B(\) est strictement positive.
On peut voir aisément que B(A = 0) = 0 et lorsque X tend vers 07, B()) tend vers 07. En effet,
un équivalent de B(\) en 07 est :

di —1
1

- 1) Aln(}) |

avec d; > 2 et J > 2. La dérivée de la fonction B s’écrit au voisinage de 0 :

B'(A) ~ — (Jdld_ L_ 1) InA .
1

B~ - (7
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Cette dérivée tend vers +oo lorsque A — 0. Ainsi, B(\) est positive au voisinage de 0.

Par ailleurs, la dérivée seconde de la fonction B est donnée par :

 Jdi(1-X) — (J — 1)(dr — n))(ds — 20))

B NI =) (ds — n\)(dy — 2n2)

Le dénominateur de B"(\) est positif pour les valeurs de A considérées (A inférieur & A9 donné
par la borne de Gilbert Varshamov). Le numérateur num(x) est une équation du second degré
en A majoré par :

num(z) < Jdi — (J — 1)(d1 —n Xo)(d1 — 2n Ao) .

Le tableau 3.3 donne la condition que doit vérifier di pour que la partie droite de 1'inégalité
soit négative, pour différents rendements de C et du code GLD convolutif correspondant.

[Jn[ B [Rep [ X | di |
2[3[2/3] 1/3 [01739 [ >4
2[4 3/4] 1/2 | 011 | >3
3[4 3/4] 1/4 [0.2145 | >5

TAB. 3.3 — Valeurs de la distance minimale d;

Pour ces valeurs de la distance minimale?® d;, la dérivée seconde de la fonction B est nécessai-
rement négative pour A < Ag. Par conséquent, cela signifie que la fonction B est concave. Nous
recherchons la valeur (si elle existe!) de 0 < § < Ag telle que B(A) soit positive pour 0 < X < §.
La figure 3.19 donne l’allure de la fonction B pour différents codes GLD convolutifs tels que
J = 2 et construits a partir de codes RSC de rendement R = % dont les paramétres sont les
suivants :

~ GLD; : C! est de polynémes générateurs (15,16, 13,17) (8 états) : B = g

~ GLDy : C} est de polynomes générateurs (31,23,27,37) (16 états) :
~ GLDj3 : C! est de polynomes générateurs (51, 63,73,57) (64 états) :

La valeur de § peut étre déterminée sur cette figure.

c.q.f.d.

Ce théoréme indique que le nombre de mots de code de poids w inférieur & é N tend vers 0
lorsque la longueur N du code tend vers 'infini; lorsque w < dN, la fonction B(A) est en effet
positive. Nous obtenons donc une borne inférieure de la distance minimale moyenne du code

GLD convolutif.

Plus que la valeur exacte de cette borne, il est intéressant de noter qu’il s’agit d’une borne
linéaire en N, ce qui signifie que la distance minimale moyenne d’un code GLD convolutif croit
linéairement avec sa longueur. Les codes GLD convolutifs sont par conséquent asymptotiquement

3pour des valeurs inférieures de la distance ds, il est nécessairement d’étudier plus en détails le signe de B” (\).
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Fia. 3.19 — Allure de la fonction B pour différents codes constituants, et J = 2

bons pour J > 2. Ceci est en accord avec la borne supérieure de la distance minimale moyenne
évaluée dans la partie 3.3.1, qui elle-méme présentait un comportement linéaire en fonction de
la longueur N. Cependant, les valeurs de § trouvées sont relativement faibles par rapport aux
valeurs de la distance A normalisée, notée A,,,. Ainsi pour comparaison, nous avons :

— pour le code GLD, construit & partir de J = 2 codes RSC de rendement r = % et de
polynoémes générateurs (15,16,13,17) :
0 =0.0012 et Ay, =0.063.
— pour le code GLD, construit a partir de J = 2 codes RSC de rendement r = % et de

polynémes générateurs (31,23,27,37) :
0 =0.0041 et Ay, =0.074.

Cette différence peut s’expliquer par le manque de précisions des majorations utilisées pour
borner le nombre A(w) de mots de code de poids w.

Le tableau 3.4 donne quelques valeurs de § pour différents codes constituants de rendement
% et différentes valeurs de J.

‘ J ‘ Nombre d’états ‘ Polynémes générateurs ‘ ) ‘
2 8 (15,16,13,17) 0.0012
2 16 (31,23,27,37) 0.0041
2 32 (51,63,73,57) 0.0086
3 8 (15,16,13,17) 0.0252
3 16 (31,23,27,37) 0.0539
3 32 (51,63,73,57) 0.0661

TAB. 3.4 — Borne inférieure de la distance minimale moyenne d’un code GLD convolutif.

Nous avons étudié les performances asymptotiques des codes GLD convolutifs avec décodage
ML. Cependant, comme la plupart des codes composites, ces codes ne peuvent étre décodés
simplement de maniére optimale. Du fait de leur structure, i.e., intersection de codes convolutifs,
ils peuvent étre facilement décodés par un processus itératif.
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3.4 Décodage itératif

Dans [42], Gallager a présenté un algorithme relativement simple pour décoder de maniére
itérative les codes LDPC. Cet algorithme peut étre considéré comme ’ancétre du décodage
“turbo” [11]. En effet, il calcule itérativement la probabilité de chaque bit codé sachant I’ensemble
des observations du canal, i.e., la probabilité a posteriori de chaque bit codé. De plus, il exploite
la faible densité de la matrice de parité du code LDPC pour réduire la complexité de décodage
lors du calcul des probabilités a posteriori. Tanner [76] a également donné plusieurs versions d’un
algorithme de décodage itératif pouvant étre appliqué & la construction déterministe de codes
composites. Cependant, malgré une structure trés proche de celle des LDPC, les codes GLD
convolutifs ne peuvent étre décodés a l'aide de l’algorithme introduit par Gallager. En effet,
comme nous l’avons vu précédemment, les équations de parité de la matrice H du code GLD
convolutif ne sont plus disjointes, ce qui rend inefficace le décodage de Gallager qui est d’autant
plus performant que les équations de parité sont indépendantes. Nous proposons de décoder les
codes GLD convolutifs en utilisant le fait qu’ils sont construits a partir de J codes convolutifs
entrelacés aléatoirement, c’est-a-dire, & partir de J codes convolutifs indépendants.

3.4.1 Principe du décodage SISO binaire

La structure des codes GLD convolutifs encourage naturellement 1’utilisation d’une procédure
de décodage itératif fondée sur le décodage successif de chacun de ses codes constituants.

Décrivons briévement le décodage d’un code GLD convolutif C constitué d’un entrelaceur m
reliant J = 2 codes réalisés a partir du code convolutif C'. Nous appelons le code C! code supé-
rieur et le code C2 = m(C*) code inférieur. Si J > 2, la stratégie de propagation de 'information
d’un code & 'autre a une influence importante sur les performances des GLD convolutifs, comme
dans le cas des turbo-codes : ’entrée du décodeur i, 2 = 1,... ,J, doit étre la combinaison des
informations souples obtenues en sortie des J — 1 autres décodeurs.

La structure du décodeur d’'un code GLD convolutif est similaire a celle du décodeur utilisé
pour les turbo-codes (cf. figure 2.12). Le décodeur convertit la sortie du canal y en une probabilité
conditionnelle Pr(y|x), ot x représente le mot de code ¢ du code GLD C modulé par une BPSK.
Les informations a priori P(c;) sur les composantes du mot de code ¢ sont initialisées a 0.5 pour le
décodeur du code supérieur, & la premiére itération. Une information a priori est disponible pour
chaque bit codé, puisque chaque bit codé appartient & deux codes via ’entrelacement ; dans le cas
des turbo-codes paralléle par exemple, seule une information a priori sur les bits d’information
était nécessaire, car les bits de parité n’étaient pas communs aux deux codes constituants. Les
deux décodeurs élémentaires sont des décodeurs a entrées et sorties souples utilisant par exemple
I’algorithme aller-retour décrit au chapitre 2. A la sortie de chaque décodeur se trouvent donc une
information a posteriori et une information extrinséque sur chaque bit codé. Cette information
extrinséque est entrelacée (respectivement désentrelacée) et fournie comme information a priori
au décodeur du code inférieur (respectivement supérieur). Puis le second décodeur génére a son
tour, & partir de ’observation du canal et des informations a priori disponibles, une information
extrinséque et une probabilité a posteriori sur chaque bit codé. L’information extrinséque est
alors donnée au premier décodeur. L’ensemble des deux décodages constitue une itération.
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L’entrelacement employé jusqu’a présent se fait bit & bit. Nous proposons dans le paragraphe
suivant de regrouper les bits en symboles et de considérer un entrelacement symbole par symbole,
afin d’améliorer les performances du décodage itératif des codes GLD convolutifs.

3.4.2 Entrelacement et décodage par symbole

Soit C un code GLD convolutif construit a partir de J = 2 codes constituants C! et 7(C?)
(C! est obtenu par fermeture du treillis du code convolutif C!(n,k)). La permutation aléatoire
7 envisagée dans cette section entrelace les bits deux par deux. L’entrelaceur du code GLD
convolutif permute donc des symboles quaternaires au lieu de permuter des bits. Les codes
convolutifs considérés restent cependant des codes convolutifs binaires.

Soit ¢ = (e1,¢2,... ,cn) un mot de code de C. Les bits codés sont modulés par une BPSK
pour donner la séquence x = (z1,%2,...,2Zn). Cette séquence est émise sur un canal AWGN,
et y = (y1,%2,-.. ,yn) est la séquence regue a l'entrée du décodeur. Les bits ¢;, 1 = 1,... ,N
ont été entrelacés deux par deux, et peuvent étre ainsi regroupés en symboles quaternaires S; =
(coi—1 ¢2;) € {0,1,2,3} pouri=1,..., % Dans le treillis de chaque code convolutif ceci revient

n

a considérer sur chaque branche 7 symboles quaternaires si n est pair, ou & regrouper deux

branches du treillis en une seule pour obtenir n symboles quaternaires si n est impair.

Chaque symbole peut étre constitué indifféeremment de deux bits d’information, de deux bits
de parité, ou encore d’un bit de parité et d’un bit d’information, puisque tous les bits codés sont
entrelacés et protégés de maniére identique. Les séquences x et y s’écrivent alors sous la forme :

N
X:(Xl,...,X%) avec (XZ':{CCQZ'_l -'1321'})6{0,1’2,3} Vizl,...,E

et

N
Y:(Yl,...,Y%) avec (Y; = {y2i—1 v2i}) € {0,1,2,3} Vz’zl,...,;.

L’entrelacement se faisant symbole par symbole, les probabilités a priori de deux bits du
méme symbole ne peuvent plus étre considérées comme indépendantes & ’entrée du décodeur.
Il faut donc adapter le décodeur opérant sur des bits en un décodeur opérant sur des symboles
quaternaires. Les probabilités a posteriori générées sur les symboles au cours du décodage sont
ensuite transformées en probabilités a posteriori sur les bits, afin de prendre une décision a la
derniére itération.

Pour un canal discret sans mémoire, les observations sur les bits sont indépendantes a la
sortie du canal. I’observation de chaque symbole X; s’écrit donc :

Pr(Y;| X;) = Pr(yai—1|z2i—1) Pr(yoi|z2) Vi.

Les probabilités a priori utilisées par le décodeur sont maintenant des probabilités a priori sur les
symboles S; et sont ainsi initialisées a % 4 la premiére itération, puisqu’il existe 4 valeurs possibles
pour S;. Le décodeur utilise alors les informations fournies par le canal et les informations a priori
sur les symboles pour générer une information extrinséque et une probabilité a posteriori sur les
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symboles S;. L’algorithme de décodage (algorithme aller-retour) reste identique a celui utilisé
dans le cas binaire, si ce n’est qu’il observe maintenant des symboles sur les branches du treillis
et traite des probabilités correspondant & des symboles au lieu de bits.

En sortie du décodeur, 'information extrinséque sur les symboles est (dés)entrelacée et fournie
au décodeur suivant en tant qu’information a priori sur les symboles. L’information a posteriori
générée, c’est-a-dire ’APP, est également une information portant sur les symboles quaternaires.
Cette APP doit étre modifiée afin de pouvoir prendre une décision sur chaque bit formant le
symbole. Pour cela nous écrivons :

APP(c;)= Y APP(S) i=1,...,N.
5€{0,1,2,3}|c;

ou APP(S) est 'APP relative au symbole S.

Les performances obtenues a 1’aide de cet entrelaceur sont présentées dans la section suivante,
et sont comparées aux performances obtenues avec un entrelaceur binaire.

3.5 Résultats Numériques

Nous supposons dans cette section que le code GLD considéré est construit a partir de J = 2
codes convolutifs identiques & une permutation preés, et de rendement r = %. Le rendement du
code GLD résultant est R = % La modulation est binaire (BPSK), et le canal est un canal
AWGN.

La figure 3.20 illustre les performances, en termes de taux d’erreur binaire, d’'un code GLD

de longueur N = 800 construit a partir d'un code RSC de rendement r = % et de polynomes

générateurs (23,35). Ce code RSC est perforé afin d’obtenir un code de rendement r = %. Une
probabilité d’erreur par bit Pe, = 1075 est atteinte pour un rapport signal-a-bruit % =2.9dB
apres 16 itérations de décodage. Le passage de 8 & 16 itérations apporte un gain négligeable, de
I’ordre de 0.05 dB, pour une complexité de décodage doublée.

La figure 3.21 montre I’évolution de ces performances lorsque la longueur des codes GLD
devient N = 2000. Rappelons que la longueur du code GLD est égale a la taille de I'entrelaceur.
Le code utilisé est le méme que celui considéré sur la figure 3.20. Une probabilité d’erreur par
bit Pe, = 107> est maintenant atteinte pour un rapport signal-a-bruit % = 2.4 dB aprés 16
itérations. Le code de longueur N = 2000 présente en fait un gain de 0.5 dB par rapport aux
performances atteintes par le code de longueur N = 800.

Dans I’étude des performances analytiques réalisée & la section 3.3, aucun gain d’entrela-
cement n’a pu étre mis en évidence pour les codes GLD convolutifs. I1 en est de méme pour
les codes GLD blocs [62] ou les codes LDPC [42]. Ceci explique le faible gain réalisé lorsque la
longueur du code est augmentée. Ainsi la figure 3.22 illustre les performances du méme code
GLD lorsque la longueur est cette fois-ci N = 20000. Le gain est de 0.5 dB pour une probabilité
d’erreur Pe, = 1073 aprés 16 itérations.

En revanche, nous constatons sur les figures 3.20, 3.21, 3.22, que la «pente» de la probabilité
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d’erreur par bit évolue en fonction de la longueur du code N. Ainsi, pour passer d’une probabilité
d’erreur Pe, = 102 & une probabilité d’erreur Pe, = 1074, il faut :

— 0.75 dB, pour le code de longueur N = 800,

— 0.5 dB, pour le code de longueur N = 2000,

— 0.05 dB, pour le code de longueur N = 20000.
Par ailleurs, les performances des codes GLD convolutifs ne présentent aucun error-floor dans les
probabilités d’erreur observées (Pe, = 107°—107°) du fait de leur grande distance minimale. Ceci
est en accord avec 1’étude théorique réalisée a la section 3.3 selon laquelle la distance minimale
des codes GLD convolutifs est une fonction linéaire de la longueur du code et peut donc étre trés
grande.

Les codes constituants choisis jusqu’a présent ont été soigneusement sélectionnés en opti-
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misant leur propre distance minimale et en minimisant le nombre de chemins de poids faibles
présents dans leur treillis. Nous avons, en particulier, choisi des codes dont le nombre d’états est
supérieur & 8. La figure 3.24 montre les performances d’'un code GLD construit & partir d'un
code convolutif NRNS de rendement g et de polynomes générateurs (13, 15,2,14)p (écrit selon la
convention de Daut* [26]). Un schéma du codeur de ce code convolutif est donné sur la figure 3.23.
Le treillis de ce code contient 2 états; 8 branches partent et arrivent sur chaque état. Ce treillis

F1G. 3.23 - Codeur du code NRNS de rendement 2 et de polynomes générateurs (13,15,2,14)p

contient ainsi de nombreuses branches paralléles. La longueur du code GLD est N = 131072. 11
atteint une probabilité d’erreur Pe, = 10~° & environ 1.03 dB, soit & seulement 0.55 dB de la
capacité du canal AWGN aprés 32 itérations. A titre de comparaison, un turbo-code paralléle
de méme rendement et de méme longueur, construit & partir d'un code convolutif de rendement
r = % et de polynomes générateurs (23,35) (i.e., treillis & 16 états, 2 branches partent et ar-
rivent sur chaque état), atteint une probabilité d’erreur Pe, = 10~° pour un rapport % =0.70
dB environ et 20 itérations de décodage. Le code GLD bénéficie cependant, d’aprés la section
3.3, d’'une distance minimale qui croit linéairement avec la longueur du code pour J = 2 codes

“nous ajoutons l'indice D aux polynomes générateurs lorsque nous utilisons cette convention
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constituants, contrairement aux turbo-codes pour lesquels la distance minimale est indépendante
de la longueur N et qui souffrent d’un changement de pente dans leurs performances di a cette
faible distance minimale®. L’inconvénient des codes GLD réside malheureusement dans ’absence
de schémas de codage simples, ce qui conduit & une complexité prohibitive lorsque la longueur
N devient trés grande.
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FiG. 3.24 — Probabilité d’erreur par bit d’'un code GLD de longueur N = 131072

Pour la méme longueur N = 131072, le code GLD considéré sur les figures 3.20, 3.21 et
3.22, donne des performances de 'ordre de 0.80 dB moins bonnes que les performances du code
représenté sur la figure 3.24. Une tentative d’explication pourrait s’appuyer sur la différence de
rendements entre le code constituant et le code GLD. Ainsi par exemple, pour obtenir un code
GLD de rendement R = %, il est nécessaire de considérer des codes constituants de rendement
r= %. Or, chaque code constituant est décodé seul en s’aidant des informations souples fournies
par le décodeur précédent. Pour un rapport signal-a-bruit % = 1.0 dB vu par le code GLD (i.e.,
rapport signal-a-bruit si un décodage optimisant le critére du maximum de vraisemblance était
possible pour le code GLD), le rapport signal-a-bruit vu par le code constituant est :

Ey\'
FO =1.0-10 ]Oglo

Par conséquent, il faut choisir un code convolutif dont les performances sont bonnes (de ma-
niére relative) a un tel rapport signal-a-bruit, c’est-a-dire pour des probabilités d’erreur proches
de 107!, 11 s’agit la plupart du temps de codes qui ne donnent pas forcément de trés bonnes
performances & fort rapport signal-a-bruit et & faibles probabilités d’erreur par bit.

= —0.76 dB.

NN

Enfin, la figure 3.25 présente les performances d’un code GLD convolutif de longueur N = 2000
utilisant un entrelacement quaternaire comme celui décrit dans la section 3.4. Le code convolutif
est un code RSC ayant pour polynomes générateurs (15,16,13,17). Pour le décodage, 2, 4, 8
et 16 itérations sont considérées. Sur cette méme figure, se trouvent les performances d’un code

%il est possible d’éloigner ce changement de pente vers des probabilités d’erreur plus faibles en optimisant le
choix de I'entrelaceur [29]
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GLD convolutif construit & partir du méme code RSC, mais utilisant un entrelacement binaire,
et 16 itérations de décodage. Le gain obtenu en considérant un entrelacement quaternaire est de
I’ordre de 0.3 dB pour une complexité faiblement accrue par rapport au cas binaire. En fait, il
semblerait que ’entrelacement quaternaire a pour effet de diminuer le nombre de cycles présents
dans le graphe de Tanner du code GLD convolutif, ce qui permet au décodage itératif d’étre plus
performant.
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Fia. 3.25 — Influence de I’entrelacement quaternaire sur les performances

3.6 Conclusion

Nous avons introduit dans ce chapitre une construction de Tanner utilisant des codes convo-
lutifs. Cette construction est une généralisation des codes LDPC introduits par Gallager [42] et
posséde des propriétés de distance similaires. En effet, une analyse des performances analytiques
des codes GLD convolutifs lorsqu'un décodage & maximum de vraisemblance est envisagé a été
menée et a permis de montrer qu’ils sont asymptotiquement bons, i.e., que leur distance minimale
croit linéairement avec leur longueur. De plus, comme pour les codes GLD blocs, cette propriété
est valable pour J = 2 codes constituants seulement (pour les codes LDPC, j = 3 sous-matrices
sont nécessaires).

Comme pour ’ensemble des codes composites présentés au chapitre 2, le décodage ML des
codes GLD convolutifs s’avére trop complexe pour étre réalisé en pratique. Nous avons ainsi
considéré un processus de décodage itératif. Par ailleurs, un entrelacement des bits codés deux
& deux a montré un gain de 0.3 dB par rapport & un entrelacement bit & bit classique pour une
complexité de décodage légérement accrue. Cet entrelacement par symbole requiert 'adaptation
de l'algorithme de décodage élémentaire afin de prendre en compte les informations souples sur
les symboles quaternaires entrelacés. A partir de ces informations souples, il est aisé de revenir
a des informations de fiabilité sur les bits pour permettre la décision finale.
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Nous avons également montré comment les turbo-codes paralléle et série peuvent étre inter-
prétés en termes de codes GLD convolutifs. La nature de I’entrelacement des turbo-codes rend
I’analyse de leurs performances asymptotiques quelque peu différente de celle réalisée pour les
codes GLD et méne & des conclusions distinctes. Ainsi, par exemple, la distance minimale des
turbo-codes paralléle ne varie que trés peu en fonction de la longueur N du turbo-code par op-
position & la croissance linéaire de la distance minimale des codes GLD convolutifs. Inversement,
aucun gain d’entrelacement n’a pu étre mis en évidence pour les codes GLD convolutifs au cours
de I'analyse de leurs performances, contrairement aux turbo-codes.
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Chapitre 4

Limites asymptotiques des codes
composites décodés itérativement *

Dans les trois premiers chapitres, nous avons considéré les performances analytiques de dif-
férents codes composites ou codes optimaux, en supposant que le décodage de ces codes était un
décodage & maximum de vraisemblance. Or, comme nous ’avons vu, un tel décodage est diffici-
lement envisageable pour ces codes, du fait de sa trop grande complexité. Ainsi, nous adoptons
un processus de décodage itératif fondé sur le décodage élémentaire de chaque code constituant
et la propagation d’informations de fiabilité a chaque étape de décodage. Nous proposons dans
ce chapitre de mener une étude des performances des codes composites sous I’hypothése d’un
décodage itératif. Nous généralisons ainsi & tout code composite ’approche proposée par [68]
pour les codes LDPC.

Tous les codes composites présentés aux chapitres précédents, qu’ils soient construits a par-
tir de codes en blocs ou de codes convolutifs, peuvent étre modélisés par un graphe bipartite
contenant deux types de sommets représentant les bits codés et les codes constituants (ou de
maniére équivalente, les contraintes sur les bits, cf. chapitre 2). Cette représentation graphique
est trés utile pour étudier le comportement d'un processus de décodage itératif appliqué & un
code composite, lorsque la longueur de ’entrelaceur (ou des entrelaceurs si J > 2) est infinie.
En effet, le voisinage de chaque sommet du graphe est équivalent & un arbre : I’entrelaceur est
supposé suffisamment grand pour éviter les cycles dans le voisinage direct du sommet considéré.
L’analyse de ce graphe de Tanner permet de déterminer la limite en termes de performances
de ce code lorsqu’il est décodé de maniére itérative. Cette limite est définie comme le rapport
signal-a-bruit minimal pour lequel la probabilité d’erreur du systéme tend vers zéro lorsque le
nombre d’itérations de décodage tend vers 'infini. La limite ainsi obtenue est & comparer avec la
limite donnée par la capacité du canal pour un code de longueur infinie et de méme rendement,
lorsqu’un décodage & maximum de vraisemblance est mis en ceuvre.

L’étude des performances asymptotiques d’un code composite décodé itérativement se fait
en observant 1’évolution de la probabilité d’erreur au cours du décodage, ce qui requiert la

*Le contenu de ce chapitre a été en partie présenté a I’ International Symposium on Information Theory (ISIT),
Sorrento, Italie, 25-30 juin 2000.
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connaissance de la distribution des probabilités a posteriori des bits a chaque itération. Aprés
une bréve présentation des hypothéses et des notations, nous introduisons une propriété du
code, appelée isotropie, permettant de simplifier I’analyse de la propagation de 'information a
posteriori dans le graphe. Puis, nous décrivons la propagation des différentes informations souples
au cours du décodage itératif et donnons quelques résultats numériques pour les performances
asymptotiques des codes composites présentés aux chapitres 2 et 3.

Nous présentons ensuite une méthode graphique permettant d’expliquer le décodage itératif
des codes composites, et de trouver une estimation des limites de ces codes. Cette technique est
fondée sur ’étude des fonctions de transfert des deux types de sommets du graphe, c’est-a-dire sur
I’étude des modifications engendrées sur la probabilité d’erreur lors du passage des informations
souples par chaque sommet du graphe. En représentant sur la méme figure la fonction de trans-
fert d’'un sommet bit et celle d’'un sommet code, il est possible d’analyser le comportement du
décodage itératif d’un ensemble de codes composites. Nous appelons cette technique la méthode
de la fonction de transfert. Indépendamment, deux méthodes équivalentes ont été développées
par [78] et [45]. Elles sont respectivement fondées sur 1'observation de l’évolution de 'informa-
tion mutuelle et du rapport signal-a-bruit de l'information extrinséque au cours des itérations.
Nous utilisons la méthode de la fonction de transfert pour envisager des voies d’amélioration
des performances des turbo-codes paralléle, par exemple en considérant des schémas de codage
irréguliers. Dans une derniére partie, nous optimisons les profils de ces schémas, i.e., les degrés
d’irrégularité et leurs probabilités associées, grace & 1’étude de la propagation de I'information
dans le graphe irrégulier et & ’évaluation des limites atteintes par ces profils.

4.1 Hypothéses et Notations

Nous nous restreignons dans ce chapitre, sauf mention contraire, a ’étude de codes réguliers,
c’est-a-dire 4 ’étude de codes composites pouvant étre représentés par un graphe bipartite régu-
lier : chaque sommet de méme type a alors le méme degré dans le graphe. Nous appelons dj le
degré d’un sommet bit et d. le degré d’un sommet code. Par la suite, lorsqu’il sera fait référence
& un sommet bit ou & un sommet code dans le graphe, nous omettrons le terme “sommet” par
souci de simplicité. Un exemple de code composite irrégulier est traité en derniére partie de ce
chapitre comme une voie d’amélioration des performances des turbo-codes paralléle.

Soit C(N, K) un code composite construit & partir de J codes constituants C*,C?,... ,C”
reliés par J — 1 permutations mo,... ,ms. Rappelons que ces codes sont a une permutation preés :

— la somme directe d’équations de parité pour les codes LDPC (J = j),

— la somme directe de codes en blocs linéaires Cy(ng, ko) pour les codes GLD blocs et les

codes produits,

— des codes convolutifs, RSC ou non, pour les turbo-codes série et paralléle et pour les codes

GLD convolutifs.

Le graphe du code composite étant supposé régulier, les codes constituants sont identiques, a
une permutation prés, par exemple au code C(n,k). Nous notons ¢ = (c1,...,¢,) un mot de
code de C. Ce mot de code est modulé en une séquence x = (z1,... ,Z,) qui est alors émise sur
un canal DMC. La sortie du canal est notée y = (y1,... ,Yn)-
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Afin d’analyser la propagation de l'information au cours des itérations de décodage, nous
considérons la représentation graphique de Tanner du code composite C. Nous supposons que le
voisinage de chaque sommet du graphe est un arbre, c’est-a4-dire qu’il ne contient pas de cycle.
Pour ceci, il suffit de considérer un entrelaceur dont la longueur tend vers ’infini. Plagons-nous au
voisinage d’'un sommet et observons son environnement local. La figure 4.1 montre ce voisinage
pour trois types de codes de longueur N :

— un code LDPC de paramétres (N,j =3,£=6) :
les bits sont de degré 3 et les codes sont de degré 6. Les contraintes sont des codes de parité
(6,5,2). Le rendement total de ce code est R = %

— un code GLD bloc a 2 niveaux (J = 2) construit a partir du code de Hamming
Co(n() = 7, ko = 4) :
les bits sont de degré 2, et les codes sont de degré 7. Chaque code est un code de Hamming
Cy. Le rendement total de ce code est R = %

— un turbo-code paralléle construit a partir de deux codes RSC de rendement % :
chaque bit d’information est de degré 2 car il appartient & deux codes RSC. Les bits de
parité n’appartiennent, quant a eux, qu’a un seul code RSC, et ne sont par conséquent que
de degré 1. Ces bits n’interviennent pas dans la propagation de 'information.
L’information souple se propageant dans un code convolutif subit des atténuations [13] :
nous pouvons définir une fenétre de dépendance autour de chaque bit codé au-dela de
laquelle les bits n’ont plus d’influence sur les informations utilisées par le bit codé considéré.
Cette fenétre contient W bits et définit le degré d’un code. Notons que dans le cas d’un
code en blocs Cy(ng, ko), W est égale a sa longueur ny.

Code Code
(6,5,2) (7,4,3) Code RSC
W-1

© ® ®
Code Code Code
(6,52) (6,5,2) (7,4,3) Code RSC

O
(a) Code LDPC (b) Code GLD (¢) Turbo-code

FiG. 4.1 — Représentation graphique des codes composites

Les performances asymptotiques d’un code composite sont étudiées & partir d’'un ensemble
de codes et ’ensemble des graphes associés, construits en considérant toutes les permutations
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aléatoires possibles permettant de lier les sommets du graphe du code composite entre eux. Les
permutations sont équiprobables. Cet ensemble de codes est caractérisé par certains paramétres
fixés, comme les nombres j et £ pour les codes LDPC, ou encore les polynémes générateurs
et le rendement du code constituant pour les turbo-codes paralléle. Ces différents parameétres
définissent les degrés des sommets dans le graphe de Tanner du code composite.

Nous limitons notre étude aux codes binaires, modulés par une BPSK, dont les symboles sont
émis sur un canal AWGN discret sans mémoire. Le bruit est une variable aléatoire gaussienne
de moyenne nulle et de variance 02 = Ny. Les symboles prennent les valeurs ++/2F, = +1 o
E, = R Ej est ’énergie moyenne par bit codé sur fréquence porteuse, Ej est I’énergie moyenne
par bit d’information et R est le rendement du code composite. Le canal AWGN est un canal
symétrique ; en effet, si z et y sont respectivement ’entrée et la sortie du canal, nous avons :

exp (_H> = Pr(—ylz = —1) .

Pr(ylz = +1) = .

1
vV 27['N0

Deux algorithmes de décodage sont envisagés pour les codes constituants : le décodage pro-
babiliste de Gallager [42], et ’algorithme aller-retour [2]. Pour ces algorithmes, I'information est
échangée dans le graphe en faisant circuler des messages & partir de chaque sommet vers les som-
mets voisins le long des arétes. Par définition, ces messages sont des informations extrinséques sur
les bits et ne dépendent pas des informations a priori de ces derniers. Ils permettent de prendre
une décision sur les bits et contiennent une estimation de leurs fiabilités par le biais de I’APP.
Si I’algorithme délivre en sortie des probabilités (respectivement des rapports logarithmiques de
probabilités), alors ’espace des messages est l'intervalle [0, 1] (respectivement ’espace réel IR).
Dans les deux cas, les messages générés par les codes sont symétriques par rapport a % s’il s’agit
de probabilités, ou par rapport & 0 s’il s’agit de rapports logarithmiques de probabilités. Il en
est de méme au niveau de chaque bit. Sous ces hypothéses de symétrie du canal et des différents
sommets du graphe de Tanner, nous pouvons supposer que les probabilités d’erreur par bit et
par mot sont indépendantes du mot de code émis. Par conséquent, nous restreignons notre étude
a l'étude des performances conditionnellement & 1’émission d’un seul mot de code : le mot de
code ¢ = (0,0,...,0) par exemple. Ce mot de code, une fois modulé, correspond a la séquence
de symboles x = (—1,—1,... ,—1).

Enfin, nous cherchons & estimer les performances asymptotiques d’un code composite utilisant
un processus de décodage itératif. Ceci consiste & évaluer le rapport signal-a-bruit minimal pour
lequel la probabilité d’erreur par bit atteinte par un tel code est nulle aprés un nombre suffisant
d’itérations. Les décisions sur les bits, et par conséquent la probabilité d’erreur, sont évaluées
a partir des probabilités a posteriori (APP) des bits. Ainsi, si le mot de code ¢ = (0,0,...,0)
a été émis, une erreur apparait lorsque la probabilité a posteriori qu'un bit ¢; soit égal & 0 est
inférieure & % ou lorsque le rapport logarithmique des APP de ce bit, noté appL R, et défini par

APP(c; = 1)

appLR(c;) = log APP(c; =0)
=

est positif. L’APP d’un bit ou le rapport logarithmique des APP sont également des variables
aléatoires et sont déterminés par leur distribution de probabilité. La probabilité d’erreur par
bit & chaque itération m s’obtient alors en intégrant la distribution de I’APP de chaque bit du
mot de code sur toutes les valeurs positives. Il nous faut donc déterminer la distribution des
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probabilités a posteriori & chaque itération m, pour chagque bit du mot de code. Cette étude peut
étre cependant simplifiée en ne considérant la distribution de PAPP que d’un nombre limité de
bits lorsque les codes composites ou les codes constituants vérifient certaines propriétés comme
I’isotropie.

4.2 Isotropie d’un code

Chaque décodeur élémentaire dispose en entrée d’une observation et d’'une information a
priori sur les différents bits impliqués dans le graphe de Tanner du code composite C(N, K). 1l
délivre en sortie une information extrinséque sur ces mémes bits. Lorsqu’un bit appartient a plu-
sieurs codes, i.e., lorsque plusieurs répliques de ce bit sont considérées dans le code composite, les
informations extrinséques apportées par les différents codeurs doivent étre combinées afin d’éva-
luer ’APP et 'information extrinséque totales de ce bit. Ces diverses opérations se traduisent
sur le graphe de Tanner au niveau des codes (décodage et génération des extrinséques) et des bits
(combinaison des extrinséques). Nous étudierons plus en détails la propagation de l'information
a travers ces sommets au fil des itérations dans la section 4.3.

Les informations circulant au cours du décodage itératif peuvent étre indifféremment des
probabilités ou des rapports logarithmiques. Nous nous intéressons aux distributions de ces diffé-
rentes informations en entrée et en sortie des différents sommets du graphe pour pouvoir évaluer
la probabilité d’erreur & chaque itération de décodage. Pour limiter le nombre de distributions a
étudier, nous introduisons les notions d’isotropie et d’anisotropie d'un code.

4.2.1 Définition

Soit C(n, k) un code constituant du code composite C(N, K).

Définition 4.2.1 (Isotropie d’un code)

Le code constituant C est dit isotrope si, lorsque les probabilités en entrée du code (i.e., les
observations du canal et les probabilités a priori) sont indépendantes et identiquement distribuées,
la densité de probabilité de l’information a posteriori est indépendante de la position du bit. Sinon
le code C est dit anisotrope.

Si le code est isotrope, les distributions des informations extrinséques sont également indépen-
dantes de la position du bit.

Lorsque le code n’est pas isotrope, il faut déterminer le degré d’anisotropie §, du code : d,
est donc le nombre de distributions distinctes de ’APP qui se propagent dans le graphe et vérifie
1 < 4,(C) < n, ot n est la longueur du code. La connaissance du degré d’anisotropie permet de
n’étudier la propagation qu’au voisinage d’'un nombre limité de bits égal au degré 9, .

Nous proposons dans la section suivante une condition suffisante pour qu’un code soit iso-
trope. Cette condition s’appuie sur I’analyse du polynéme énumérateur de poids du code consti-
tuant C(n, k).
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4.2.2 APP et polynémes énumérateurs de poids conditionnels

Soient ¢ = (c1,c¢o,... ,¢,) un mot du code constituant C(n,k) et y = (y1,¥2,..- ,yn) le
vecteur des symboles regus & l'entrée du décodeur. Nous avons vu au chapitre 2 que la probabilité
a posteriori d’'un bit codé ¢;, 1 =1,... ,n s’écrit :

Pr(c;, c)Pr(y|ci,c
APP(c;) = Pr(cily) = ZPr ci,cly) = Z (ci P)r( ()y| 5 €) _
ceC ceC y

La probabilité conjointe Pr(c;,c¢) est nulle si le i-éme bit du mot de code ¢ est différent de
¢;. Le vecteur y des observations du canal est connu. Par hypothése, le canal est discret et sans
mémoire, I’entrelacement est aléatoire et infini. Nous pouvons alors supposer que les observations
du canal et les probabilités a priori sont indépendantes. L’APP du bit ¢; devient :

APP(c;) Z HPr ye|ce)Pr(cy) . (4.1)
c€C|c; =1

L’APP d’un bit s’écrit donc comme la somme sur tous les mots de code dont la i-éme composante
est égale & ¢; d’'un produit de probabilités sur toutes les composantes du mot de code. En termes
de distributions de probabilité, ceci signifie que les mots de code ayant le méme nombre de
“1”, i.e., le méme poids de Hamming, auront la méme distribution de probabilité de leur APP
respective.

Soit A(z) le polynéome énumérateur de poids du code C. Nous avons la définition suivante :

Définition 4.2.2 (Polynémes énumérateurs de poids conditionnels)
Les deux polynémes énumérateurs de poids conditionnels associés a un bit ¢; d’un mot de code
de C sont définis par :

AO( ) ZAM‘T et Al( ) ZAM‘T ’
L 14

pour i = 1,... ,n. Les entiers A?Z et A%Z sont les nombres de mots de code de C de poids de
Hamming £ tels que ¢; = 0 ou ¢; = 1 respectivement.

Il est parfois utile d’introduire une indéterminée z dans le polyndéme énumérateur de poids
conditionnel, associée au nombre de bits & “0” dans le mot de code. Par exemple,

AO.’L‘Z ZAOZn—E

Le polynome énumérateur de poids total A(x) du code C s’écrit :
Alx) = Az) + Al(z) VYi=1,...,n,
ou si deux indéterminées sont considérées,

A(z,2) = Az, 2) + Al (z,2) Vi=1,...,n.

La définition 4.2.2 associée a ’équation 4.1 permet d’écrire la distribution de ’APP en fonc-
tion des polyndémes énumérateurs de poids conditionnels de C'. En effet, si nous supposons que
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les variables d’entrée Pr(yg|ce)Pr(ce), £ = 1,... ,n, sont identiquement distribuées, I’APP d’un
bit ¢; est donnée par les équations :

APP(c; =1) o< Y Ajy ® [Pr(yiler = D)Pr(er = 1)]* [Pr(yi]er = 0)Pr(cr = 0)]%"°  (4.2)
=1

et

APP(c; = 0) oc Y A% ® [Pr(yi]er = D)Pr(e; = 1)]% [Pr(ya]er = 0)Pr(c; = 0))*" ", (4.3)
=1

ol la somme z + y et le produit zy de deux variables aléatoires sont respectivement notés
2@z et %2 si z et y sont identiquement distribués. Dans les équations précédentes, I'indice
£ a été remplacé par l'indice 1 puisque les distributions des probabilités Pr(ys|ce)Pr(cs) sont
identiques. Nous déduisons de I’équation (4.2) (respectivement de I’équation (4.3)) que la densité
de probabilité de APP(c; = 1) (respectivement de APP(c; = 0)) et les distributions en entrée
du décodeur de ’observation et d’information a priori sont liées via une transformation définie
par le polynome énumérateur de poids conditionnel A}(z,y) (respectivement AY(z,y)) ou de
maniére équivalente par ’ensemble des coefficients {Azle (respectivement {Age})- Ainsi dans le
cas particulier ot tous les bits ont les mémes polynomes de poids conditionnels, A} (z) et A?(z)
sont indépendants de la position du bit i, et sont notés respectivement A'(z) et A%(z). Tous les
bits du code ont alors la méme distribution de leur probabilité a posteriori. Le code C est donc
isotrope.

Exemple 1
Le code de Hamming de longueur 7, de dimension 4 et de distance minimale 3, noté Cy(7,4,3)
est isotrope. En effet, les polyndmes énumérateurs de poids conditionnels du code C s’écrivent :

Az) =1+ 423 + 322 et AY(z) =323 + 42t 4+ 27

et sont indépendants de la position du bit 1. De méme, il est aisé de vérifier que le code de Ham-
ming étendu (8,4,4) reste isotrope, ses polynomes énumérateurs de poids conditionnels étant :

Az)y =147z et Al(z) =72 427 .

L’indépendance des polynémes énumérateurs de poids conditionnels d’un code par rapport a
la position du bit considéré constitue donc une condition suffisante pour que le code soit isotrope.
Lorsque cette condition n’est pas vérifiée, une étude plus approfondie de la protection des bits
dans le graphe est nécessaire.

4.2.3 Isotropie des codes en blocs et des codes convolutifs

A Taide de la condition suffisante mise en évidence ci-dessus, nous pouvons démontrer les
résultats suivants concernant 1’isotropie des codes en blocs linéaires.

Théoréme 4.2.1 (Isotropie des codes cycliques)
Un code linéaire binaire cyclique C' est isotrope.
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Démonstration :

Soient deux bits ¢; et ¢; d'un mot de code c, placés aux positions 7 et j respectivement, avec
j > 4. Le coefficient A?Z est le nombre de mots de code de poids £ satisfaisant ¢; = 0. Comme
le code C est cyclique, un décalage circulaire de j — 4 bits convertit n’importe quel mot de code
avec ¢; = 0 en un autre mot de code de poids identique avec ¢; = 0. Par conséquent A?z = Age.

c.q.f.d.

Lemme 1 (Extension d’un code isotrope)
Si le polynome énumérateur de poids conditionnel du code initial C satisfait A} = A2—1: pour
tout poids pair £, alors l'extension d’un code isotrope C' est isotrope.

Démonstration :

Le code isotrope C(n, k) est étendu en un code Ce(n+ 1, k) en ajoutant un bit de parité cp4+1 tel
que la somme de tous les bits du mot de code soit nulle. Soient A(z) = A%(z)+ A'(x) le polynéme
énumérateur de poids complet de C, et A.(z) = A%(z)+ Al(z) le polyndéme énumérateur de poids
complet de C.

Soit j un entier compris entre 1 et n. Alors :

Ad(z) = Z Azt + Z Attt

£ pair £ impair

Le code C étant isotrope, A%(z) ne dépend pas de la position du bit j comme somme de deux
polyndémes indépendants de j. Le code C, est donc isotrope.

Considérons maintenant le bit de parité c,y1. Le polyndéme énumérateur de poids conditionnel
associé & cp4q s’écrit :

Adz) =Y Awt= ) Apxt+ > At

¢ pair £ pair £ pair

Ce polynodme est égal au précédent si et seulement si A} = A2—1 pour tous les poids £.
c.q.f.d.

Théoréme 4.2.2 (Isotropie des codes BCH étendus)
Tout code BCH binaire primitif étendu Ce(n + 1,k) est isotrope.

Démonstration :

Soit C(n, k) un code BCH binaire de longueur primitive. Comme le code C est un code linéaire
cyclique, il est isotrope. Soit c(z) = Y. ; ¢;z* un mot de code de C de poids de Hamming £. Par
définition de la construction d’un code BCH, le polynéme générateur de C' contient un facteur
primitif, i.e., ¢(a) = 0 pour « élément primitif du corps fini GF(n + 1). Observons le polynéme
énumérateur de poids conditionnel relatif au premier bit ¢; du mot de code ¢(z). Prenons par
exemple c¢(z) de poids pair £ tel que ¢; = 1. Il existe £ — 1 entiers mq,... ,my_1 tels que :

IL+a™ +a™ +...+a™ 1 =0.

Ce mot de code peut étre facilement converti en £ — 1 mots de code distincts de poids £ — 1 avec
c1 = 0 en écrivant que 1 + o™ = ™ ,pour 7 =1,... ,£ — 1. L'opération inverse est similaire :
elle complémente le bit ¢; et transforme un mot de poids £ — 1 en £ — 1 mots de code distincts
de poids £. Ceci implique que A} = A2—1- D’apres le lemme 1, le code BCH étendu Ce(n + 1, k)
est isotrope. c.q.f.d.
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L’étude de l'isotropie des codes convolutifs est moins formelle. Pour un code convolutif de
longueur infinie et de rendement 7’2—2, la distribution de la probabilité a posteriori du bit codé se
trouvant en position fixée j, 7 = 1,... ,n, sur une branche du treillis est la méme sur toutes les
branches. Ceci provient de la structure cyclique (par branche) du treillis d’un code convolutif.
Cependant, deux bits appartenant & la méme branche du treillis peuvent ne pas avoir la méme
distribution pour leurs APP respectives. Nous en concluons que le degré d’anisotropie d’un code
convolutif admet comme borne supérieure n.

Dans le cas des turbo-codes paralléle, les codes constituants sont reliés par leurs bits d’in-
formation seulement. Si les codes constituants sont des codes de rendement nic, un seul bit par
branche propage les informations extrinséques au cours des itérations. Ceci garantit donc l'iso-
tropie du code pour la propagation de I’APP & travers tout le turbo-code.

Pour les codes GLD convolutifs ou les turbo-codes série, tous les bits codés sont entrelacés
et appartiennent & plusieurs codes. L’ensemble des bits codés fait partie intégrante du graphe et
participe & la propagation de l'information au cours des itérations. Il est donc nécessaire pour
ces codes d’observer la protection de chaque bit codé sur une branche du treillis du code convo-
lutif. La figure 4.2 représente les distributions de poids conditionnelles par rapport & chaque bit
d’'une branche du treillis d’un code convolutif RSC de rendement % et de polyndmes généra-
teurs (13,15,16,17), et d’un code convolutif NRNS de rendement % et de polyndomes générateurs
(13,15,2,14) p. Le calcul des polynémes énumérateurs de poids conditionnels d’un code convolu-
tif est étudié en annexe C. Une fenétre contenant 65 branches du treillis de chaque code convolutif
a été considérée pour calculer ces distributions. Nous voyons sur cette figure que les distributions
de poids sont confondues quelle que soit la position du bit sur la branche. Ces codes convolutifs
sont donc isotropes. Nous nous sommes également assurés de cette propriété pour ’ensemble des
codes convolutifs envisagés au cours de ce chapitre.

4.2.4 TIsotropie du code composite

L’étude de l'isotropie des codes constituants nous permet de déterminer combien de distribu-
tions différentes doivent étre considérées en sortie de chaque décodeur élémentaire lorsque toutes
les probabilités en entrée de ce décodeur sont identiquement distribuées. Cette propriété caracté-
rise la propagation au niveau d’un code constituant dans le graphe. Il est possible d’étendre cette
notion au code composite C, en considérant également les sommets bits, et d’identifier combien
de distributions différentes se propagent dans le graphe du code C.

Si le code composite est régulier, ’étude de l’isotropie de C se limite & I’étude de l'isotropie
du code constituant. Si, en revanche, le code composite C est irrégulier, alors son anisotropie
provient de son irrégularité et éventuellement de 1’anisotropie des codes constituants. Prenons,
par exemple, le cas d’un code LDPC irrégulier pour lequel une fraction X des bits appartient &
3 équations de parité et une fraction 1 — A des bits appartient & 4 équations de parité. Deux
distributions de l'information a posteriori sont & étudier selon que le bit est de degré 3 ou de
degré 4 dans le graphe. Le code LDPC ainsi défini est donc anisotrope de degré é, = 2.

Décrivons maintenant la propagation de l'information dans le graphe d’'un code composite
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FiG. 4.2 — Polynémes énumérateurs de poids conditionnels pour les bits d’une branche du treillis
d’'un code convolutif de rendement R = ¢

au fil des itérations.

4.3 Propagation de 'information dans le graphe

Nous considérons les notations et les hypothéses définies dans la partie 4.1. Le code compo-
site C(N, K) est régulier et ses codes constituants C!,... ,C” sont supposés identiques & une
permutation prés au code C(n, k). Pour simplifier les expressions, nous faisons I’hypothése que
ces codes sont isotropes : par conséquent, une seule distribution de la probabilité a posteriori est
a évaluer au cours des itérations, tous les bits codés ayant la méme distribution de leur APP.
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Au cours du décodage, des informations circulent le long des arétes du graphe entre les bits
et les codes. Ces informations sont des informations extrinséques. Nous désignons par itération
le passage de ces informations & travers un niveau code et un niveau bit dans le graphe. Les
informations extrinséques générées a la fin de chaque itération sont fournies au décodeur suivant
comme informations a priori.

La probabilité a priori d'un bit est souvent associée & ’observation du canal ; nous appelons
probabilité a posteriori partielle (ou APP partielle) d’un bit codé ¢;, notée A(c;), le produit de
son information a priori Pr(c;) et de ’observation du canal correspondante Pr(y;|z;) (z; = 2¢;—1
pour une modulation BPSK) :

A(CZ) 0.8 Pr(y,|zz) PI‘(C,’) .
Le coefficient de proportionnalité est choisi de telle sorte que A(c; = 1) + A(¢; =0) = 1.

La figure 4.3 illustre la propagation des informations extrinséques Fxt,, et des APP partielles
A, dans le graphe de Tanner d’un code composite & l'itération m. Rappelons que chaque code
a pour degré d., et chaque bit a pour degré d.

Code Code Code Code

NN N, N

FiG. 4.3 — Propagation de I'information dans le graphe d’un code composite

Par définition, I'information extrinséque circulant sur une aréte e partant d’un sommet est
générée en prenant en compte toutes les informations circulant sur les autres arétes arrivant
a ce sommet, sauf celle située sur l'aréte e. Nous supposons par la suite que l'information se
propage vers le haut du graphe. Etudions maintenant comment sont évaluées ces informations
aux différents niveaux du graphe.

— Au niveau d’un code : le décodeur SISO génére une information extrinséque sur le bit
codé ¢; a partir de d. — 1 observations et probabilités a priori, i.e., & partir de d. — 1
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probabilités a posteriori partielles, selon 1’équation suivante :

dc

E.T)tm_l(ci) = Z HPr(yAc@)Prm,l(Cg)

. =1
ceCle; Yok

de
= > [[Am-1(co) - (4.4)

CEC|C¢ l=1,
L#£q

ou Pr,,—1(c) désigne la probabilité a priori du bit ¢, a Vitération m — 1.

Les d. — 1 APP partielles arrivant sur le code correspondent aux APP partielles des bits se
trouvant dans la fenétre de dépendance de ¢;. Si cette fenétre est de longueur W (incluant
c;) alors le degré d’un code est d, = W.

Signalons que 1’équation 4.4 suppose l'indépendance des probabilités a priori et des ob-
servations du canal : I'indépendance des observations provient de I’hypothése faite sur le
canal (canal DMC), tandis que I'indépendance des probabilités a priori est due a 'entre-
lacement de longueur infinie appliqué sur les bits. Un tel entrelacement garantit en effet
que le voisinage des sommets du graphe est sans cycle et que les informations & ’entrée de
chaque décodeur sont décorrélées.

Au niveau d’un bit : chaque bit évalue son information a posteriori partielle en combinant
I’observation du canal et les dj — 1 informations extrinséques indépendantes arrivant des
dp — 1 codes voisins et évaluées & l'itération m — 1 :

b
A (ci) o< Pr(y;|z;) H (Extm—1(ci)), - (4.5)

Cette APP partielle est fournie au code supérieur (dans le graphe) comme information a
priori. L’APP totale du bit ¢;, qui permet de prendre une décision sur ce bit, est alors
calculée en combinant ’APP partielle A, et la nouvelle extrinséque Ext,,(c;) délivrée par
ce code a l'itération m :

APP,,(¢;) x A (c;) Exty(c;) -

L’APP partielle A, et l'information extrinséque FExt,, circulent en sens opposé sur la
méme aréte, comme le montre la figure 4.3.

D’apres I'équation (4.5), 'information a priori utilisée & I'itération m est la combinaison de

dp — 1 informations extrinséques générées a l'itération m — 1. En associant 1’équation (4.4) a la
définition de ’APP partielle, nous pouvons alors écrire :

et

Rdp—1
de
Am(ci =1) o< Pr(yile; = 1) | D> [ Am-1(ce)
CEC|Ci:1 t=1
L#£i
Rdp—1

dc
Am(ci =0) o< Pr(y;lc; = 0) Z H Am—1(ce)

=0 £=1
ceClc; Oe#
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En introduisant dans ces équations la définition 4.2.2 du polynéme énumérateur de poids condi-
tionnel nous obtenons les équations finales :

de Rdp—1
Am(ci =1) o< Pr(yifci =1) [ Y A} ® [Am-1(ci = 1) Am 1 (ci = 0)]®dc—‘f] (4.6)
=1
et
de—1 ®dp—1
Am(ci = 0) < Pr(yi/c; = 0) | Y A) & [Am-1(ci = 1)]*[Am1(ci = 0)]®dc—‘—1] .47
£=0

Nous rappelons que la somme z+y et le produit zy sont notés respectivement 2®z et %2 lorsque
z et y sont des variables aléatoires identiquement distribuées. Ces deux équations définissent la
propagation de l'information dans le graphe & chaque itération : ’APP partielle d’un bit &
I’itération m est reliée & I’APP partielle de ce méme bit délivrée & I'itération m — 1.

Pour s’affranchir des coefficients de proportionnalité présents dans les définitions de I’APP et
de I’APP partielle et dans les relations utilisant ces quantités, nous définissons différents rapports
logarithmiques de probabilités, & I'itération m, pour le bit codé ¢; :

— Rapport logarithmique des APP partielles :

Am 7 —
Bm(ci) = logm .

— Rapport logarithmique des informations extrinséques :

Extp(c; = 1)

m (2

D’aprés I’équation (4.4), le rapport logarithmique des informations extrinséques, ezt LR, (¢;),
est calculé par un code a partir des rapports logarithmiques des APP partielles By, (c;) pour

0.

— Rapport logarithmique des APP totales :

appL Ry (c;) = log APPy,(ci = 0)
m 7 T

= Bn(ci) + extLRy,(c;) -

— Rapport logarithmique des observations du canal :

Pr(yi/ci = 1)
obsLR,,(c;) = log ————= .
Le rapport logarithmique des observations du canal est indépendant de l’itération m. De
plus, a l'itération m = 0, 'information a priori de chaque bit codé est égale a % pour un
code binaire. Par conséquent, le rapport logarithmique des observations du canal est égal
a:

0bsLRy,(c;) = Bo(c;) = appLRy(c;) .
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Notons que le passage des rapports logarithmiques aux probabilités se fait aisément. Ainsi,
par exemple,

_ewBale) o1
= TrepBa) & A=) T T Bt

Am(ci = 1) (4.8)
Aussi, par souci de simplicité et par abus de langage, nous appelons désormais observations,
informations a priori, informations extrinséques, APP et APP partielles les rapports logarith-
miques de ces différentes quantités.

Le code est supposé isotrope. La distribution de I’APP partielle ne dépend donc pas de
la position 7 du bit codé et nous pouvons omettre par la suite l’indice ¢ pour simplifier les
expressions. En utilisant les équations (4.6) et (4.7), nous obtenons la formule générale décrivant
la propagation de la densité de probabilité de ’APP partielle au cours des itérations :

i) Al ® [exp(Byn 1)]%

B, =By+ (dy — 1) ® |log = ,
Yo" AY @ [exp(Bpn—1)]®

(4.9)

L’expression ci-dessus montre la maniére dont la distribution de probabilité de B & l'itération m
est liée & la distribution de probabilité de B a litération m — 1. L’équation (4.9) s’écrit sous la
forme :

Bm = appLRo + (db - 1) ® 6.’EtLRm71 . (4.10)

Du fait de la longueur infinie de l'entrelaceur, les informations extrinséques extLR,, 1 sont
indépendantes. La densité de probabilité de B, s’écrit donc comme la convolution de dj densités
de probabilité, la densité de probabilité de appL Ry et dp — 1 densités de probabilité identiques
définies a partir de la distribution de By,—_1.

La distribution p,, de ’APP totale s’obtient ensuite en convoluant la distribution de I’APP
partielle & la distribution de 'information extrinséque d’aprés la relation suivante :

appLR,, = By, + extLR,, .

Pour un code isotrope, la probabilité d’erreur Pe,,, lorsque la séquence (—1,—1,...,—1) a
été émise, s’écrit alors :

+o0
Pe,, :/0 Pm(x)dz . (4.11)

L’étude de I’évolution de cette probabilité d’erreur au cours des itérations permet de déduire les
limites de ’ensemble des codes composites considéré. Il s’agit de déterminer le rapport signal-

a-bruit minimum (ﬁ—’(’)) ~ pour que la probabilité d’erreur Pe,, tende vers 0 lorsque le nombre
min

d’itérations m tend vers l'infini. Pour trouver ce rapport signal-a-bruit, il est donc nécessaire
d’évaluer la distribution de probabilité de I’APP partielle et de I'information extrinséque & chaque
itération, en fonction des distributions de ces mémes rapports a 'itération précédente (cf. for-
mule (4.9)). Nous illustrons dans le paragraphe suivant comment évaluer ces distributions pour
quelques codes composites.
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4.4 Evaluation des performances asymptotiques des codes com-
posites

Cette section est dédiée a I’évaluation des limites asymptotiques des codes composites intro-
duits aux chapitres 2 et 3, avec décodage itératif, sur le canal AWGN. La formule de propagation
(4.9) peut étre utilisée directement dans quelques cas relativement simples, comme pour les
codes LDPC ou les codes GLD blocs construits a partir de codes de Hamming “triviaux” (par
exemple, le code Cy(7,4)). Cependant, pour la plupart des codes composites, appliquer directe-
ment cette formule s’avére trop cofiteux en termes de calculs numériques. Nous proposons dans
ce cas d’évaluer les distributions de probabilité requises en s’appuyant sur une méthode de type
Monte-Carlo. Deux cas sont donc envisagés dans cette partie, selon que les distributions de pro-
babilités des rapports logarithmiques peuvent ou non étre déterminées de maniére analytique.
Puis nous donnons quelques résultats numériques pour divers ensembles de codes composites.

4.4.1 Codes LDPC

Considérons un code LDPC (N, 7, £) ; les degrés des bits et des codes (pce) sont respectivement
dy = j et d. = £. Tous les bits sont protégés de maniére identique dans le graphe; le code est
donc isotrope : la distribution de ’APP partielle d’un bit codé a l'itération m ne dépend pas de
la position de ce bit.

L’APP partielle B,,+1 d’un bit codé ¢; sur ’aréte e reliant ce bit & un code C est la somme de
dp variables indépendantes : ’observation du canal et les dp — 1 informations extrinséques venant
des codes autres que C reliés a ce bit. Nous avons, d’aprés [42], les relations suivantes :

Am+1(ci = 1) o< Pr(y;|z; = 1) Pr(e; = 1)

avec
1 dp—1 de—1
Pr(c;=1) =5 I 11- ] (0 -2Am(e, = 1))
p=1 Lp=1
De méme,
Ami1(ci = 0) o Pr(yi|z; = —1) Pr(c; = 0)
avec
1 dp—1 de—1
Pr(c;=0) = [[ {1+ [] (1 - 2Am(e, =1))
p=1 £,=1

Par conséquent, les relations (4.8) nous permettent d’écrire en omettant la position du bit ¢; :

dp—1
Bni1 = appLRy+ Z(extLRm)p
p=1
de—1 1— Bm(cg, )
dp—1 Hep_1 eBm(Clz)
= appLRo+ ) s (4.12)
— 1+Hdc 11—e P
p=1 =1 By,
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Les dp — 1 informations extrinséques ont la méme distribution, d’ou I’expression concise :

1 1—eBm ®de—1
T\ 1+eBm

1+ (1—eBm)®dc—1 '

1+eBm

Bm+1 = appLRy + (dp — 1) ® log

Nous retrouvons l’équation de propagation proposée par Richardson et Urbanke [68] pour le cal-
cul des seuils des codes LDPC. 1l est alors possible de déterminer la distribution de la variable B
a l'itération m+1 en fonction de la distribution de la variable B & ’itération m de maniére analy-
tique [68]. Etudions maintenant comment évaluer la distribution de probabilités de 1’observation
du canal appL Ry et celle des informations extrinséques extLR,,.

L’observation du canal appL Ry a la méme distribution quelle que soit I’itération m considérée.
Si y; = x; + z; caractérise la sortie du canal AWGN & l'instant ¢, pour un bruit blanc z; gaussien
de moyenne nulle et de variance Ny, lorsque le bit ¢; = 0 a été émis (z; = —1), P'observation du
canal est donnée par :

ol ¥; est une variable aléatoire gaussienne de moyenne —1 et de variance Ny. Par conséquent la

. . . . 2 . 4
variable appL Ry suit une loi gaussienne, de moyenne — 7, et de variance Ny
Pour déterminer la distribution des informations extrinséques, nous appliquons la, méthode

proposée par Richardson et Urbanke [68]. Posons :
1= eBm
1= 14 eBn

La variable ¢ prend ses valeurs dans l'intervalle [—1,1]. De maniére équivalente, nous avons la
relation :

l—gq
By =log —— .
m og 1+
Soit u une variable aléatoire définie par
u=—log|ql .

Par définition, si pp,, et @) désignent les distributions de probabilité respectives des variables B,
et u, nous avons la relation :

DB, |dBm| = Q|du| . (4.13)

LA distribution @Q est définie par Q° et Q', les distributions de w lorsque ¢ > 0 et ¢ < 0
respectivement :

Q=0Q"+Q".
En appliquant la relation (4.13), et en notant que

dBp, | = 2e"

du | e —1"
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nous obtenons, V u > 0,

2e" e —1
0(,\ —
Q" (u) = 2u _ 1 PBn (log T 1) (4.14)
et
2e" e —1
1 _
Q (u) = S 1PBn (— log T 1) . (4.15)

Nous cherchons maintenant & déterminer la distribution du terme ¢®% 1.1l s’agit du produit
de d. — 1 termes ¢; indépendants et identiquement distribués par hypothése. Nous considérons
le logarithme de ce produit et introduisons la variable r telle que :

de—1 de—1 de—1

I &l == loglal=—=> ui.
i1 i=1 i=1

Soit R la distribution de — log |r|; R est définie par R? et R!, les distributions de — log |r| lorsque
r > 0 et r < 0 respectivement :

—log|r| = —log

R=R"+R'.

La distribution de —log |r| s’écrit comme la convolution de d. — 1 distributions identiques. Pour
simplifier les calculs, nous considérons le domaine de Fourier, dans lequel la transformée de cette
distribution est égale au produit des transformées de Fourier des distributions des variables g;.

Soient Q°, Q', RO et R!, les transformées de Laplace respectives des fonctions Q°, Qt, R et
R'. Les transformées de Fourier bidimensionnelles des distributions R et (2, notées respectivement
Fg et Fg, sont définies par :

~

Fo(£,0) = Q°(f) + Q'(f) Fo(£,1) = Q°(f) - Q'(f)
et

Fr(f,0) = R°(f) + R'(f) Fg(f,1) = R°(f) — RM(f) ,

d’otl les relations suivantes :

() + B = (@0 + Q') (416)
et
R - (= () - Q') . (417

Nous pouvons maintenant a 1’aide de ces équations déterminer la distribution S de I'information
extrinséque. De nouveau, S est définie par les distributions S° et S :

S=5%+5t,

selon le signe de 7. L’information extrinséque s’écrit comme une fonction de —log |r|. En appli-
quant la relation 4.13 aux distributions S et R, nous obtenons, V z > 0,

2e” 1+4+¢*
S0(z) = — R? <log = ew> (4.18)
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et

Si(z) = 2?_IR1<—bg1+e ). (4.19)

ez 1—e®

En résumé, voici les différentes étapes nécessaires pour déterminer la distribution de ’APP
partielle & I'itération m + 1. La distribution de ’APP partielle B, & l'itération précédente est
supposée connue et égale a pg,_, ; & I'itération 0, il s’agit comme nous ’avons vu, d’une distribution
gaussienne de moyenne —Nlo et de variance Nio.

1. Calcul des distributions Q° et Q' a I’aide des équations (4.14) et (4.15).

2. Evaluation des transformées de Fourier de R? et R! & 1’aide des équations (4.16) et (4.17);
nous déduisons de ces transformées de Fourier les distributions R® et R!.

3. Calcul des distributions SY et S! grace aux équations (4.18) et (4.19).

4. La distribution de ’APP partielle a l'itération m + 1 est la convolution de dp distribu-
tions de probabilité : la distribution de 1’observation et d — 1 distributions identiques de
I'information extrinséque S déterminées par les étapes précédentes.

La distribution de I’APP totale & I'itération m + 1 est alors définie comme la convolution de la
distribution de ’APP partielle By, et de la distribution de 'information extrinséque extLR,, &
I'itération m.

Parallelement & cette méthode analytique, il est également possible de déterminer la distri-
bution de l'information extrinséque & l'itération m + 1 par simulation, en utilisant une méthode
de type Monte-Carlo. Nous supposons que la distribution de ’APP partielle a l'itération m est
connue; cette distribution est indépendante de la position du bit. L’information extrinséque d’un
bit codé s’écrit :

1—eBm ) ®de—1

1- (L
extLR,, = log Ite a1
14+ 1—eBm <
14eBm

I1 faut donc tirer d. — 1 variables aléatoires indépendantes suivant la distribution pp_, de 'APP
partielle By, et calculer la valeur correspondante de l'information extrinseque & 1’aide de cette
équation. Cette valeur vient remplir un histogramme utilisé pour décrire la distribution de
extLR,,. L'opération est réitérée plusieurs fois afin d’obtenir une estimation précise de cette
distribution. Elle est alors utilisée pour calculer la distribution de ’APP partielle B,11, puis de
I’APP totale appL R, 11, par convolution comme décrit précédemment.

Une telle méthode peut étre utilisée pour déterminer les distributions de 'information extrin-
séque et de ’APP lorsqu’il est trop difficile de calculer de maniére analytique ces distributions.
C’est le cas notamment de la plupart des codes composites, hormis les codes LDPC. Pour les
codes GLD blocs, lorsque le code constituant est relativement simple, il est aisé d’obtenir une
équation simple de la propagation de I’APP partielle en appliquant la formule de propagation
(4.9). Cependant, pour des codes constituants plus complexes, la distribution de I'information
extrinseéque reste difficile & évaluer. Nous employons alors la méthode semi-analytique décrite
ci-dessus [62]. Dans le cas de codes composites constitués de codes plus complexes, comme les
codes convolutifs par exemple, nous proposons d’évaluer directement par méthode Monte-Carlo
les distributions des informations extrinséques et des APP.
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4.4.2 Codes composites

Appliquer directement la formule de propagation (4.9) est trop coliteux en calculs numé-
riques pour la plupart des codes composites. Ainsi, lorsque les codes constituants sont des codes
convolutifs et 'algorithme de décodage utilisé est ’algorithme aller-retour, I’évaluation des dis-
tributions des informations extrinséques et des APP se fait en observant les distributions des
densités de probabilités « et 8 (cf. équations (2.14) et (2.15), chapitre 2). Méme pour un code
convolutif relativement simple dont le treillis est composé de 4 états, ceci signifie qu’a chaque
itération 4 distributions pour « et 4 distributions pour 8 doivent étre déterminées. Puis, a partir
de ces distributions il faut extraire celles des informations souples qui nous intéressent. Nous
avons opté pour une approche beaucoup plus pragmatique utilisant directement 1’algorithme
aller-retour pour évaluer les distributions des informations extrinséques et des APP. A partir
de ces distributions, nous déterminons la probabilité d’erreur & l'itération m en appliquant la
formule (4.11).

Soit C(n,k) un code constituant du code composite C(N, K); ce code est par hypothése
isotrope. Nous supposons que les distributions de 'information extrinséque et de PAPP partielle
des bits codés sont connues a l’itération m — 1. La distribution de l'observation du canal est
une distribution gaussienne de moyenne —Nlo et de variance Nio. Si W est la fenétre de dépen-
dance autour de chaque bit codé, nous tirons W échantillons selon la loi de l'observation et W
informations a priori. Ces informations a priori sont nulles s’il s’agit de bits de parité (degré
égal a 1), ou distribuées selon la loi de I'information extrinséque a l'itération m — 1 s’il s’agit
de bits d’informations. Nous appliquons ensuite 1’algorithme aller-retour sur ces échantillons et
construisons deux histogrammes utilisés pour décrire les distributions de l'information extrin-
séque et de ’APP a l'itération m. Cette opération est répétée un nombre suffisant de fois pour
obtenir une estimation fiable de ces distributions. Le premier histogramme permet d’extraire
la loi des informations a priori & l'itération m, tandis que le second histogramme sur les APP

permet de calculer la probabilité d’erreur a l’itération m.

La figure 4.4 représente 1’évolution des distributions de I'information extrinséque et de ’APP
totale au fil des itérations, pour le turbo-code paralléle de rendement R = %, construit a partir
de deux codes RSC (37,21), et & un rapport signal-a-bruit % = (0.2 dB. Les itérations m =
0,2,4,6,8,10,12 sont tracées. Nous constatons sur cette figure que les deux distributions sont
tres proches d’une distribution gaussienne, notamment lorsque le nombre d’itérations augmente.
Par ailleurs, la convergence de ces distributions vers —oo & ce rapport signal-a-bruit est trés
rapide! : il faut, en effet, peu d’itérations pour obtenir une probabilité d’erreur nulle, c’est-a-dire
pour que la «participation» de la distribution de probabilité de ’APP dans les valeurs positives
tende vers 0 (m = 12 sur ’exemple représenté).

4.4.3 Résultats numériques

Nous avons appliqué les méthodes précédemment décrites aux différents codes composites

présentés aux chapitres 2 et 3. Pour trouver les performances limites du décodage itératif appliqué

a ces codes, il faut déterminer la valeur du rapport signal-a-bruit % minimal (en dB) ou de la

'"Rappelons que la séquence modulée (—1,—1,... ,—1) a été émise sur le canal
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F1G. 4.4 — Evolution des distributions de extLR et de appLR en fonction de litération m.

variance de bruit Ny maximale que le systéme peut accepter pour maintenir une probabilité
d’erreur par bit qui tend vers zéro. Pour un code de rendement R, la relation entre ces deux
paramétres est donnée par

1 (B!
(Vo) = 577 (3) -

min

Cette limite est atteinte avec un nombre infini d’itérations de décodage. Elle peut étre déterminée
en tracant la courbe représentant le nombre d’itérations minimal nécessaire pour atteindre une
probabilité d’erreur arbitrairement petite en fonction du rapport signal-a-bruit % La valeur du
rapport signal-a-bruit minimal est alors donnée par ’asymptote verticale a cette courbe. Nous
avons représenté cette courbe et son asymptote sur la figure 4.5 pour un turbo-code paralléle de
rendement R = % construit & partir de deux codes RSC de polynémes générateurs (37,21). Dans
ce cas, I’asymptote se trouve en % = 0.50 dB (les valeurs sont estimées avec une précision de
0.01 dB).
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Fi1G. 4.5 — Nombre d’itérations en fonction du rapport %

Notons que pour les codes LDPC, la preuve de l'existence d’un seuil sur la variance du
bruit a été apportée par [68] : pour un bruit dont la variance se situe au-dela de ce seuil, il
a été démontré que la probabilité d’erreur ne peut plus tendre vers 0 quel que soit le nombre
d’itérations considéré. Inversement, en-deca de ce seuil, une probabilité d’erreur nulle peut étre
atteinte moyennant un nombre d’itérations de décodage suffisant. Une telle démonstration n’est
pas connue pour les autres codes composites, tels les turbo-codes ou les codes GLD : existence
d’un seuil n’est pas garantie, et il peut y avoir quelques erreurs résiduelles lorsque la variance
du bruit est en-dega des limites que nous avons évaluées. Cependant, les systémes considérés en
pratique ne requiérent pas de probabilité d’erreur nulle. Il est ainsi suffisant d’étudier les limites
des codes composites pour atteindre des probabilités d’erreur relativement faibles par rapport
aux valeurs souhaitées & défaut de garantir une probabilité d’erreur nulle.

Codes LDPC

Les deux méthodes présentées pour évaluer les limites des codes LDPC (analytique et semi-
analytique) donnent des résultats identiques. La table 4.1 consigne les seuils des performances
obtenues avec des codes LDPC pour différents degrés d. et d avec un décodage APP itératif.
Pour chaque code, ce tableau mentionne le rendement du code LDPC correspondant, et la valeur
donnée par le calcul de la capacité du canal AWGN, pour une modulation BPSK et un code
de méme rendement décodé en optimisant le critére du maximum de vraisemblance. Les limites
asymptotiques de ces différents codes sont données en termes de rapport signal-a-bruit minimal
et de variance de bruit maximale.

Nous retrouvons dans ce tableau les résultats publiés par Richardson et Urbanke [68]. Ces
différentes valeurs sont également a rapprocher des seuils calculés par Gallager [42] : les estima-
tions de ces limites ont pu étre nettement améliorées grace a des moyens de calcul plus efficaces

[57].
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LDPC (dy,d;) | R | Capacité (ML) (%)  (itératif) | (No)max

(3,6) 1/2 0.18 dB 1.09 dB 0.77804
(3,5) 2/5| —0.24dB 0.88 dB 1.02072
(4,6) 1/3| —0.50dB 1.65 dB 1.02586
(3,4) 1/4| —0.80dB 0.94 dB 1.61075

TaB. 4.1 — Limites asymptotiques de codes LDPC avec décodage itératif sur canal AWGN

Codes & faible densité généralisés

Les tables 4.2 et 4.3 donnent les performances asymptotiques pour différents codes GLD
(J = 2), construits a partir de codes en blocs ou de codes convolutifs. Les codes constituants
sont identiques & une permutation prés. Dans les deux cas, les limites ont été déterminées par
simulation de ’algorithme aller-retour. Pour les codes en blocs, la fenétre de dépendance W sur
laquelle appliquer l’algorithme est égale & la longueur n du code constituant. Pour les codes
convolutifs, nous avons considéré une fenétre de dépendance de longueur W supérieure ou égale
a (32 x v + 1) branches dans le treillis, ot v est la mémoire du code convolutif. Cette valeur
a été obtenue par simulation en calculant le taux d’erreur du bit situé au milieu de la fenétre.
Elle correspond au nombre minimal de branches dans le treillis au-deld duquel le taux d’erreur
binaire mesuré reste constant. La figure 4.6 s’intéresse au choix de cette fenétre pour le code

1

RSC de polynomes générateurs (23,35) et de rendement r = 3.
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Fi1G. 4.6 — Fenétre de dépendance pour un code de longueur de contrainte 5

Code constituant C | R | Capacité (ML) (&)  (itératif) | (No)max

0
Hamming (7,4, 3) 1/7 -1.15 dB 1.28 dB 2.60656
Hamming (15,11,3) | 7/15 0.03 dB 0.83 dB 0.88504

TAB. 4.2 — Limites asymptotiques de codes GLD blocs avec décodage itératif
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Code constituant C R | Capacité (ML) (%) ~ (itératif) | (No)max
min

RSC(15,16,13,17) 1/2 0.18 dB 1.41 dB 0.72277
NRNS(13,15,2,14)p | 1/2 0.18 dB 0.85 dB 0.82224

TAB. 4.3 — Limites asymptotiques de codes GLD convolutif avec décodage itératif

La table 4.3 permet de valider le comportement des codes GLD convolutifs étudiés au chapitre
3 : en effet, nous avons vu au paragraphe 3.5 que le code GLD construit & partir du code NRNS de
polynoémes générateurs (13,15,2, 14) p permet, lorsque la longueur du code tend vers l'infini, de se
rapprocher des limites données par la capacité du canal, alors que le code GLD construit & partir
du code RSC de polynomes générateurs (15,16,13,17) ne le permet pas. Il s’agit comme le montre
la table 4.3 de limites imposées par le décodage itératif et non par le décodage & maximum de
vraisemblance, puisque la capacité du canal est indépendante du choix des polynoémes générateurs
des codes constituants.

Turbo-codes

Les tables 4.4 et 4.5 donnent les limites asymptotiques de différents turbo-codes construits
a partir de J = 2 codes convolutifs. Les concaténations envisagées sont paralléle ou série. Les
polyndmes générateurs des codes constituants sont indiqués en octal; le premier polynome est
le polynéme de rétroaction. Dans les deux cas, nous avons utilisé la méthode par simulation
Monte-Carlo pour déterminer ces seuils.

Pour les turbo-codes paralléle, les codes constituants sont identiques & une permutation preés.
Il s’agit de codes convolutifs récursifs systématiques a 4, 8 ou 16 états. La lettre (P) a coté des
polyndmes générateurs des codes constituants de rendement r = % indique que le turbo-code a été
obtenu en perforant les bits en sortie de la concaténation. Les autres turbo-codes de rendement
R = % ont été construits & partir de codes constituants de rendement r = %

Différents commentaires peuvent étre faits en observant les valeurs consignées dans la table
4.4. Pour un rendement donné, le choix des polynoémes générateurs du code constituant est
déterminant pour les performances du décodage itératif. Ainsi, si on considére un treillis & 16
états, il est possible de gagner de ’ordre de 0.1 — 0.2 dB selon les polynomes envisagés. Nous
avons controlé par simulation que ce gain se maintient pour des longueurs d’entrelacement plus
faibles, par exemple 1024 bits. Cependant, les codes ainsi choisis ne sont pas ceux qui ménent &
une distance minimale du turbo-code la plus grande. Ceci peut étre pris en compte en utilisant
un entrelaceur approprié.

Nous remarquons également dans cette table que les turbo-codes de rendement % obtenus a
partir de codes de rendement % se comportent «moins bien» face au décodage itératif que les

turbo-codes obtenus & partir de codes de rendement % et perforés.

Pour les turbo-codes série, nous avons choisi un code extérieur C'* non récursif non systéma-
tique et un code intérieur C? récursif systématique (cf. chapitre 2). Le premier turbo-code série
de la table 4.5 a pour codes constituants deux codes de rendement r = 1/2. Le second turbo-code
série a un code externe de rendement 2/3 (code NRNS) et un code interne de rendement r = 3/4
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Code constituant C R | Capacité (ML) (%)min (itératif) | (INo)max
RSC(31,27,23,37) (r=1/4) | 1/7 -1.15 dB -0.66 dB 4.07444
RSC(37,21,31,27) (r=1/4) | 1/7 -1.15 dB -0.78 dB 4.18859
RSC(7,5) (r = 1/2) 1/3] -0.50 dB 0.02 dB 1.49311
RSC(13,15) (r = 1/2) 1/3] -0.50 dB -0.07 dB 1.52437
RSC(23,35) (r=1/2) 1/3 -0.50 dB -0.01 dB 1.50346
RSC(37,21) (r = 1/2) 1/3| -0.50 dB 0.15 dB 1.55271
RSC(25,35) (r = 1/2) 1/3| -0.50 dB 022 dB 1.57794
RSC(25,37) (r=1/2) 1/3 -0.50 dB -0.24 dB 1.58523
RSC(7,5) (r=1/2) (P) 1/2 0.18 dB 0.69 dB 0.85310
RSC(13,15) (r =1/2) (P) 1/2 0.18 dB 0.59 dB 0.87297
RSC(23,35) (r=1/2) (P) 1/2 0.18 dB 0.62 dB 0.86696
RSC(37,21) (r=1/2) (P) 1/2 0.18 dB 0.50 dB 0.89125
RSC(31,21,37) (r = 2/3) 1/2 0.18 dB 0.64 dB 0.86298
RSC(37,21,27) (r = 2/3) 1/2 0.18 dB 0.60 dB 0.87096
RSC(25,37,35) (r =2/3) 1/2 0.18 dB 0.55 dB 0.88105

TAB. 4.4 — Limites asymptotiques de turbo-codes paralléle avec décodage itératif

(code RSC). Notons que les turbo-codes série construits & partir de codes constituants différents
sont des codes composites irréguliers. 11 suffit alors d’observer successivement la propagation des
densités de probabilité & travers les différents codes constituants.

Codes constituants (C*, C?) R | Capacité (ML) (%)  (itératif) | (No)max
Ccl(7,5), C*(7,5) 1/4 -0.80 dB 0.14 dB 1.93655
C(17,6,15), C?(31,25,33,37) | 1/2 0.18 dB 0.88 dB 0.81658

TAB. 4.5 — Limites asymptotiques de turbo-codes série avec décodage itératif

La comparaison des résultats donnés par les tables 4.2, 4.3, 4.4 et 4.5 semble indiquer que,
pour un rendement R = %, les turbo-codes paralléle réagissent mieux au décodage itératif que les
turbo-codes série ou les codes GLD. Il faut cependant noter que ’étude des limites du décodage
itératif s’intéresse & des rapports signal-a-bruit trés faibles et ne traduisent en rien ’impact de
la distance minimale du code pour un rapport signal-a-bruit plus élevé. Il a été en effet montré
aux chapitres 2 et 3 que la distance minimale des turbo-codes série ou celle des codes GLD est
plus grande que celle des turbo-codes paralléle.

Nous avons présenté une méthode pour estimer les limites, en termes de rapport signal-a-
bruit ou de variance du bruit, d’'un ensemble de codes composites décodés selon un processus
itératif. Cette méthode est fondée sur ’analyse de 1’évolution des distributions de probabilité
exactes de 'information extrinséque et de 'APP des bits codés, au cours des itérations. Aussi
nous ’appelons par la suite méthode de [’évolution de la densité. Nous présentons dans la section
suivante une méthode plus qualitative permettant d’analyser la convergence et le comportement
du décodage itératif d’'un code composite.
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4.5 Méthode de la fonction de transfert

Par opposition a la méthode de 1’évolution de la densité, la méthode présentée dans ce pa-
ragraphe repose sur l'introduction d’une approximation concernant les densités de probabilité
de l'information extrinséque et de ’APP. En effet, nous avons vu au paragraphe 4.4.2 que les
informations circulant dans le graphe de Tanner d'un code composite C sont trés proches de va-
riables aléatoires gaussiennes. Cette approximation permet de donner une expression analytique
de la probabilité d’erreur a l’itération m, en entrée et en sortie de chaque sommet du graphe.
A Taide de ces expressions, nous déterminons les performances asymptotiques du code C. La
perte occasionnée par l'approximation sur les résultats est négligeable. Nous utilisons ensuite
cette méthode pour étudier le décodage itératif d’'un code composite dont ’entrelacement se fait
symbole par symbole, comme décrit au chapitre 3 pour les codes GLD convolutifs.

4.5.1 Approximation gaussienne

Le canal est supposé AWGN ; le bruit est une variable aléatoire gaussienne de moyenne nulle
et de variance Ny. La séquence émise sur le canal est x = (—1,—1,... ,—1). A chaque instant,
la sortie du canal est ainsi une variable aléatoire gaussienne de moyenne —1 et de variance Nj.
Le rapport logarithmique des observations du canal est donc une variable aléatoire gaussienne

_2 i 4
de moyenne ~; et de variance Ny

La figure 4.4 montre que le rapport logarithmique des informations extrinséques peut étre
assimilé & une variable aléatoire gaussienne, de moyenne mg, (négative) et de variance agp. Cette
approximation est d’autant plus valide que le nombre d’itérations m de décodage augmente. Il en
est de méme pour l'information extrinséque exprimée sous forme de probabilité, qui est proche
d’une variable aléatoire gaussienne de moyenne —1 et de variance Ny(ap) (par analogie avec la
variance Ny du bruit). La moyenne et la variance du rapport logarithmique de 'information
extrinséque sont alors données par :

2 o 4
— et o, =
No(ap) % Ny(ap)

Mep = — .
La valeur du parameétre Ny(ap) varie au fil des itérations avec 1’évolution des valeurs de !'in-
formation extrinséque. Ainsi, lorsque la valeur de la probabilité extrinséque d’un bit est égale a
%, la variance Ny(ap) tend vers l'infini. Aucune aide n’est réellement apportée par I'information
extrinséque lors du décodage itératif. Inversement, lorsque la valeur de la probabilité extrinséque
est voisine de 0 ou de 1, la variance Ny(ap) tend vers de trés faibles valeurs. L’information
extrinséque influence alors grandement les décisions prises sur le bit.

4.5.2 Probabilité d’erreur évaluée a partir de ’APP partielle

A partir de I'approximation précédente sur la distribution des informations extrinséques, nous
cherchons maintenant & déterminer simplement 1’évolution de la probabilité d’erreur par bit Pe,,
dans le graphe. En observant cette évolution, nous pourrons déterminer quelle est la variance
du bruit maximale pour laquelle Pe,, tend vers zéro. Bien que Pe,, soit calculée & partir des
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décisions sur les bits, i.e., & partir des APP totales, le théoréme 4.5.1 et le lemme 2 indiquent
que l'on peut aussi considérer la probabilité d’erreur évaluée a partir de I’APP partielle des bits
pour déterminer les limites asymptotiques des codes composites avec décodage itératif. Il est en
effet montré, que si la probabilité d’erreur évaluée a partir de la distribution de ’APP partielle
By, tend vers zéro pour un nombre d’itérations m > myg, la probabilité d’erreur par bit Pe,, tend
également vers zéro.

Théoréme 4.5.1
Soient x, Ym, zm trois variables aléatoires réelles telles que

Zm =T+ Ym ,

ot m est un entier naturel. Nous supposons que la variable aléatoire x vérifie les deuzr hypothéses
suivantes :

~-Ve>0,FA€R, Priz > A)<ce¢

-Ve>0,3A€R, Priz<A)<e

Les deuz propositions ci-dessous sont alors équivalentes :
I.Va€eR, Ve>0, 3my, Vm>my Pr(ym > a) <e
2.VBeR, Ve>0, Img, Ym >mgy Pr(z, > ) <e

Démonstration :

1. Supposons que la propriété (1) est vérifiée :
Va€eR, Ve>0, 3mgy, Ym > mgy Pr(y, > a) <e.
Posons ¢ = f(¢). D’apres les hypothéses formulées sur la variable z :
JAe €R, Pr(z > Au) <€ .
Soient B et € deux réels strictement positifs. Nous avons
Pr(zm > B) = Pr(zm > Blz < A¢)Pr(z < Ag) + Pr(zm > Blz > A¢)Pr(z > Ae) .

Cette probabilité peut étre majorée par :

Pr(zm > ) < Pr(zm > Blr < Aa) + €
(les autres probabilités ont été majorées par 1). Or,

r<As & B—xz>p— Ay

donc

Pr(zm > B) < Pr(ym > B— Ae) +€ .

En posant € = § et @ = § — A¢, nous obtenons la proposition (2).

2. Supposons que la propriété (2) soit vérifiée :

VBeR, Ve>0, Imgy, Ym >my Pr(zy, >5) <e.
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Posons € = f(€). D’aprés les hypothéses formulées sur la variable z,
JAs €R, Priz < Ag) <€ .
Soient « et € deux réels strictement positifs. Nous avons :
Pr(ym > @) = Pr(ym > a|lz < Ag)Pr(z < Ae) + Pr(ym > alz > Ad)Pr(z > Ag) .

Cette probabilité peut étre majorée par :

Pr(ym > a) <€ +Pr(ym > alz > Ag)
(les autres probabilités ont été majorées par 1). Or

r>Ac S atr>a+ Ay

donc

Pr(ym > o) <Pr(ym > a+ Ag) +€ .
En posant € = § et # = a + Ae, nous obtenons la proposition (1).

c.q.f.d.

Lemme 2
La séquence x = (—1,... ,—1) est émise sur un canal AWGN. Considérons les deuz propositions
suivantes :

1. Ye > 0, 3 myg tel que Ym > myg, Pr(B, >0) <e
2. Ye > 0,3 myg tel que Ym > myg, Pr(appLR,, > 0) <€
Alors la proposition (1) implique la proposition (2).

Démonstration :
Considérons le cas simple ot :

appLR,, = By, + extLR,, ,
avec

By, = obsLR + extLR,, 1 .

Le cas ol By, est obtenu & partir de dp — 1 informations extrinséques indépendantes et identi-
quement distribuées peut étre directement déduit de cette démonstration. Posons alors :

Zm = appLR,,  Yym = extLR,, + extLR,—1 x = obsLR .

La variable z vérifie les hypothéses du théoréme 4.5.1 puisque z est une variable aléatoire gaus-
sienne. Par conséquent, il existe un réel A positif tel que

Ve >0, Pr(z| > A) <€ .

Supposons que la proposition (1) est vérifiee. D’apres le théoréme 4.5.1 appliqué une premiére
fois aux variables (B,,,0bsLR, extLR,, 1), nous avons :

Va€eRR, Ve >0, 3mgy Vm > mi Pr(extLR,—1 > a) <€ . (4.20)
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Soient € fixé, et m{ = max(my, mg). Alors V m > mj :

Pr(ym >0) = Pr(extLR,, + extLR;,_1 > OlextLRy—1 < a)Pr(extLR,_1 < «)
+ Pr(extLR,, + extLR,,_1 > OlextLR,,—1 > o)Pr(extLR,,—1 > a) .

Cette probabilité peut étre majorée par :
Pr(ym > 0) < Pr(extLR,, + extLR,,_1 > OlextLR,_1 < a) +¢€ ,
ou encore

Pr(ym > 0) < Pr(extLR, > —a) + ¢ .

mn n

D’apres 'équation (4.20), 3 my, Vm > my :

!

Pr(extLR,, > —a) < €,

donc en posant € = §, nous avons :

Pr(ym >0) <e.

En appliquant de nouveau le théoréme 4.5.1 aux variables (zy,, Z, Ym ), nous obtenons la propo-
sition (2).
c.q.f.d.

Signalons que ’approximation des informations extrinséques par des variables aléatoires gaus-
siennes permet de montrer que les propositions (1) et (2) sont équivalentes.

4.5.3 Estimation de la probabilité d’erreur a chaque itération

Soit Pel, la probabilité d’erreur évaluée en prenant une décision sur les bits a partir de ’APP
partielle. D’apreés le lemme 2, il est suffisant d’étudier la propagation de cette probabilité d’erreur
pour s’assurer que la probabilité d’erreur Pe,, tend vers zéro ou non. Cette probabilité d’erreur
est modifiée lors de son passage par chaque sommet du graphe de Tanner, comme l'indique le
schéma de la figure 4.7. Elle se calcule donc & chaque itération en deux étapes : a la sortie d'un
code, puis a la sortie d’un bit. Nous notons par la suite Pe! , (respectivement Pe! ) la probabilité
d’erreur Pel, en sortie (respectivement en entrée) de chaque sommet.

Pe! Pe!
Cin Sommet Code Cout

™ Fonction de Transfert H

APP partielle APP partielle

Sommet Bit B
, Fonction de Transfert G
Pel Pé,

wmn

FIG. 4.7 — Evolution de Pe!, dans le graphe
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La probabilité d’erreur Pe! , en sortie d’un sommet est une fonction de la probabilité d’erreur

Pe¢] en entrée de ce sommet ; nous appelons H, respectivement G, la fonction appliquée sur la
probabilité d’erreur au niveau d'un code, respectivement au niveau d’un bit. La propagation
de l'information dans le graphe s’arréte lorsque la probabilité d’erreur a ’entrée du code est
identique a la probabilité d’erreur & la sortie du bit pour la méme itération m. Ceci équivaut a
déterminer le point fixe, Pe/, tel que

H(Pe) = G71(P¢)

Si le point fixe Pe’ est nul, cela signifie que la probabilité d’erreur Pe], converge vers zéro aprés
un certain nombre d’itérations mg. A I'inverse, si le point fixe Pe’ n’est pas nul, alors quel que soit
le nombre d’itérations considéré, y compris un nombre infini d’itérations, la probabilité d’erreur
Pe! ne tendra jamais vers zéro. Estimer les limites d'un code composite décodé itérativement
revient donc & évaluer le rapport signal-a-bruit minimal pour lequel le point fixe Pe’ est nul.

Pour cela, il est nécessaire de déterminer les fonctions de transfert H et G des sommets du
graphe. Nous supposons que le code constituant est isotrope et que le graphe de Tanner du code
composite est régulier. Ce graphe est, par exemple, celui représenté sur la figure 4.3. Les infor-
mations extrinséques sont des variables aléatoires gaussiennes indépendantes et identiquement
distribuées. Un code est de degré d. et un bit de degré d.

Fonction de transfert d’un code

L’APP partielle, & I’entrée de chaque code, est la somme de 1’observation du canal et d’une
information a priori issue d’un bit. Cette information a prior: est elle-méme la somme de dp — 1
variables indépendantes, identiquement distribuées selon une loi gaussienne de moyenne —Nlo et
de variance Nio. L’APP partielle est donc également une variable aléatoire gaussienne de moyenne
Meode €6 de variance afode définies par :

dp—1 dp—1
2 s 9 4 &=
Mcode = — N + Map €0 Ocpge = N, + E Taps
0 -7 0 -
i=1 =1
soit

4 Ady—1)

2 2(dy— 1) 4 4dy 1)
No = No(ap)

— -2 et o2, =
No  No(ap) code

Mcode = —

Pour une variable aléatoire gaussienne de moyenne mg et de variance 03, la probabilité d’erreur
P.,, s’écrit 4 I'aide de la fonction d’erreur Q) :

Par conséquent, la probabilité d’erreur a ’entrée d’un code est :

Pe! (code) = Q ( Nio + %)
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A la sortie du code, nous évaluons la probabilité d’erreur Pe! , par simulation, en déterminant

la distribution de ’APP partielle B aprés son passage dans le décodeur SISO élémentaire, et en
appliquant la formule suivante :

Pée!  (code) = Pr(B > 0).

La figure 4.8 représente la probabilité d’erreur Pe! , en fonction de la probabilité d’erreur Pe!_,

out

pour un code RSC de rendement r = %, de polynomes générateurs (37,21) et pour un rapport
signal-a-bruit % = 0.00 dB (ce rapport fixe la variance du bruit Np).

0.2
0.15
g
S o1
g
0.05
0
0 0.05 0.1 0.15 0.2

Pe (in)

F1G. 4.8 — Fonction de transfert H d’un code

Fonction de transfert d’un bit

A T’entrée d’un bit, chaque APP partielle est constituée d’une information extrinséque délivrée
par un code et de I’observation du canal. Par conséquent, ’APP partielle & ’entrée d’un bit est
une variable aléatoire gaussienne dont la moyenne my;; et la variance Ugit sont définies par :

2 2 , 4 4

bit No  Ny(ap) Y No ' No(ap)

La probabilité d’erreur & I'entrée d’un bit s’écrit donc :
1 1
Pel_(bit) = Q — +—
(bit) ( Ny~ No(ap)

Chaque bit combine & I’observation du canal dp — 1 informations extrinséques générées par
les codes lui étant reliés. L’APP partielle & la sortie d’un bit est donc la somme de 1’observation
du canal et de dy — 1 informations extrinséques. Par conséquent, cette APP partielle est une
variable gaussienne de moyenne my;; et de variance agit données par :

2 _2Adb-1) o, _ 4 -1

— A . e Oy =
No  No(ap) YT No  No(ap)
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La probabilité d’erreur a la sortie d’un bit s’écrit donc :
. 1 (d—1)
Pe! . (bit) = — 4+ -——L .
0= |3+ )

Lorsque le nombre de codes constituants du code composite est égal & J = dj = 2, la fonction
de transfert d’un bit est la fonction identité, ¢.e., graphiquement il s’agit de la premiére bissectrice
Pe! . = Pel . Cest le cas, par exemple, du turbo-code paralléle décrit originalement par [11]. La
figure 4.9 représente la probabilité d’erreur Pe! , en fonction de la probabilité d’erreur Pel au
niveau d’un bit, lorsque le code composite est formé de J = 3 codes, pour un rapport signal-a-

bruit %g = 0.00 dB.

02
0.15
g
o
o1
0.05
0
0 0.05 01 015 02

“Pe(in)

F1G. 4.9 — Fonction de transfert G d’un bit de degré 3

4.5.4 Détermination de la limite du décodage itératif d’un code composite

A T’aide des fonctions de transfert que nous venons d’évaluer pour chaque sommet du graphe,
nous pouvons déterminer la limite du décodage itératif d’'un code composite quelconque. Il suf-
fit, en effet, de représenter les fonctions de transfert des deux types de sommets sur le méme
diagramme, en respectant le schéma de la figure 4.7. Ainsi, en abscisse, nous considérons la proba-
bilité d’erreur en entrée du code Pef (code) et la probabilité d’erreur en sortie d’un bit Pe! , (bit),
tandis qu’en ordonnée, se trouvent la probabilité d’erreur & la sortie d’un code Pe! ,(code) et la
probabilité d’erreur en entrée d’un bit Pe! (bit).

La figure 4.10(a) représente le diagramme d’un turbo-code de rendement R = %, construits
& partir de deux codes RSC de rendement 7 = 3 et de polynomes générateurs (37,21). Le
rapport signal-a-bruit est égal & 0.00 dB. La propagation de 'information et ’évolution de la
probabilité d’erreur au fil des itérations se font, comme l'indiquent les fleches sur la figure, en

«zigzaguanty entre les deux courbes de fonctions de transfert jusqu’au point d’intersection de ces
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deux courbes. Le point de départ de la propagation est donné par la probabilité d’erreur lorsque
les probabilités extrinséques sont toutes égales a % Cette probabilité d’erreur initiale Pej est

égale & la probabilité d’erreur en présence d’un bruit gaussien de moyenne nulle et de variance

N()Z
1
P66:Q<FO) .

Deux types de convergence peuvent étre identifiés sur la figure 4.10(a) :

— une convergence lente et la présence d'un point critique aux alentours de Pel = 0.12.
Les deux fonctions de transfert se rapprochent dans cette zone, qui constitue une sorte de
goulet d’étranglement pour la propagation de 'information ; de nombreuses itérations sont
alors nécessaires pour aller au-dela de ce point.

— une convergence rapide avant et aprés ce point critique jusqu’a ’obtention d’une probabilité
d’erreur nulle.

Le point critique joue un role important dans le sens ou si I’on diminue 1égérement le rapport
signal-a-bruit, les deux fonctions de transfert vont se rapprocher de plus en plus jusqu'a se
rencontrer. La convergence de l'information sera alors interrompue en ce point : le point fixe ne
sera plus égal a zéro, et la probabilité d’erreur du systéme avec décodage itératif ne tendra plus
vers zéro, quel que soit le nombre d’itérations considérées.

La figure 4.10(b) montre l’évolution de la fonction de transfert du code (37,21) avec la
variance du bruit pour % = 0.50 dB et % = —0.20 dB. Rappelons que lorsque J = 2, la
fonction de transfert d’un bit est égale & la fonction identité et ne varie donc pas en fonction
du rapport % Sur les deux diagrammes représentés a la figure 4.10(b) nous pouvons deviner
le point critique. Pour le premier diagramme, la convergence reste rapide tout le long de la
propagation, malgré un trés léger ralentissement au niveau du point critique. En revanche, sur
le second diagramme, la convergence vers une probabilité d’erreur nulle n’est plus possible en
raison de la variance du bruit qui est trop élevée.

Le tableau 4.6 s’intéresse & l'influence de 1’approximation gaussienne sur la précision des
valeurs estimées pour les limites d’un code composite. Les limites obtenues avec la méthode de
I’évolution de la densité sont comparées aux valeurs données par la méthode de la fonction de
transfert pour différents turbo-codes de rendement R = % Les écarts peuvent légérement varier

Code constituant | Méthode de 1’évolution Méthode de la

de la densité fonction de transfert
RSC (37,21) —0.15 dB —0.13 dB
RSC (13,15) —0.07 dB —0.02 dB
RSC (7,5) 0.02 dB 0.05 dB

TAB. 4.6 — Influence de ’approximation gaussienne en termes de précision

selon le nombre d’états des codes considérés ; cependant ils restent négligeables (< 0.05 dB).
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Pe' (out)

0.2 T T T 2
—+— fonction de transfert H d’un code
fffffffff fonction de transfert G d’un bit e
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(a) Propagation de l’information dans un turbo-code paralléle

0.2 T T 0.2 T T
—+— fonction de transfert H d’'un code B —+— fonction de transfert H d’'un code
————————— fonction de transfert G d'un bit - fonction de transfert G d'un bit
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(b) Evolution de la fonction de transfert du code en fonction du rapport N—g

F1G. 4.10 — Fonctions de transfert d'un turbo-code paralléle

Choix des codes constituants d’un code composite

dire les codes menant au rapport (%)
comment optimiser le choix du code constituant d’un turbo-code parallele de rendement R = %,

Pour un ensemble de codes composites donné, la méthode de la fonction de transfert permet
de déterminer quels sont les codes constituants les plus adaptés au décodage itératif, c’est-a-
le plus faible. Ainsi, la figure 4.11 met en évidence

min

0.2
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construit & partir de deux codes RSC de rendement r = % 4 16 états. Nous n’avons représenté
sur cette figure que les codes permettant & la probabilité d’erreur de converger vers zéro pour un
rapport signal-a-bruit inférieur ou égal a —0.10 dB. Le rapport signal-a-bruit sur la figure 4.11
est égal & —0.20 dB. Le meilleur code constituant pour ce turbo-code est le code de polynémes
générateurs (25,37) : on voit en effet sur la figure agrandie autour du point critique, que seul le
code (25, 37) permet encore a la probabilité d’erreur de converger vers zéro a ce rapport signal-
a-bruit. Rappelons que le tableau 4.4 donnait comme limites des turbo-codes construits & partir
des codes RSC (37,21), (25,35) et (25, 37) et évaluées par la méthode de I’évolution de la densité,
les valeurs respectives de —0.15 dB, —0.22 dB et —0.24 dB.

0.2 T T
—+—— Fonction de transfert d un bit
—— RSC(37,21)
——————————— RSC(25,35)
——————————— RSC(25,37)
0.15
=) \
e o1
& g Pointicritique
0.05
0
0 0.05 0.1 0.15 0.2

Pe/(in)

(a) Fonctions de transfert de différents codes RSC a 16 états

0.12 T T T T
fonction de transfert d’ un bit
——+— RSC (37,21)
0.115 | - RSC(25,35) ey
= RSC (25,37) S
0.11
0.105
e 0.1 S
&_) s
0.095
.;;’,3{'[
0.09 :
0.085 L
s 4
0.08
0.08 008 0.09 0.095 0.1 0105 011 0115 012

Pe (in)
(b) Agrandissement autour du point critique

F1G. 4.11 — Optimisation du choix des codes constituants d’un turbo-code paralléle
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Bien que cette optimisation soit faite en considérant que la taille de I’entrelaceur est infinie, la
figure 4.12 montre que la hiérarchie entre les codes est respectée a faibles rapports signal-a-bruit
pour une longueur de code N = 2048. Pour des rapports signal-a-bruit plus élevés (supérieurs
a 0.6 dB), la distance minimale est le facteur dominant pour les performances, ce qui explique
I’inversion des comportements sur la figure.

1e+00 :
(23.35), lim=-0.01 dB
(37.21), lim=-0.15dB -+
- — (25.37), lim=-024dB -

1801 bt
= &
] Y
o
;‘5) 1e-02
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© .
Q
= 1e03
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[=]
x 5

1e-04 5

B S SR
1e-05
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Fi1G. 4.12 — Turbo-code de longueur N = 2048 et de rendement R = %

Le choix des polynoémes des codes constituants d’un turbo-code n’est qu'un exemple d’appli-
cation de la méthode de la fonction de transfert. Cette méthode n’est bien entendu pas limitée
aux turbo-codes paralléle, et peut étre utilisée pour étudier le décodage itératif d’un code compo-
site quelconque, & la seule condition d’évaluer les fonctions de transfert des sommets du graphe.
Dans le paragraphe suivant, nous adaptons cette méthode a I’étude du décodage itératif d’un
code composite dont 1’entrelacement se fait symbole par symbole (quaternaire), comme celui pré-
senté au chapitre 3 pour les codes GLD convolutifs. Par abus de langage, nous désignons un tel
entrelacement par “entrelacement quaternaire” et le processus de décodage par “décodage itératif
quaternaire”.

4.5.5 Application au décodage itératif quaternaire

Soit C(N, K) un code composite construit a partir de J codes constituants isotropes et iden-
tiques, & une permutation prés. Les J — 1 entrelaceurs du code composite permutent les bits deux
& deux, c’est-a-dire symbole quaternaire par symbole quaternaire.

Lorsque 1’on considére de tels entrelaceurs, la représentation graphique du code composite
C(N, K) reste quasi-identique & celle d’'un code composite construit & partir d’entrelaceurs bit
a bit, si ce n’est que la nature des sommets du graphe et leurs degrés changent. En effet, le
graphe de Tanner du code C(N, K) contient toujours deux types de sommets, dont les codes
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constituants, mais les bits sont maintenant transformés en symboles (quaternaires au lieu de
binaires). Le degré de chaque code d. est donc divisé par deux par rapport au graphe du code
composite «binaire», tandis que le degré de chaque symbole, noté ds, reste égal au nombre de
codes constituants J. Une fenétre de dépendance peut étre considérée autour de chaque symbole
pour déterminer le degré de chaque code. L’algorithme de décodage est 1’algorithme aller-retour
adapté pour l'entrelacement quaternaire et présenté au chapitre 3.

Afin d’évaluer les limites asymptotiques d’un code composite construit & partir d’un entrela-
ceur quaternaire, nous pouvons appliquer les deux méthodes précédemment décrites. La méthode
de I’évolution de la densité, bien que donnant la propagation exacte de 'information et 1’évolu-
tion de la probabilité d’erreur au cours des itérations, devient relativement complexe lorsque des
symboles quaternaires sont considérés. En effet, il est maintenant nécessaire de construire trois
histogrammes pour chaque type d’information, au lieu d’un seul dans le cas binaire ; le nombre
de tirages utiles pour obtenir ces histogrammes avec précision augmente ainsi de maniére non
négligeable. Nous proposons donc d’utiliser la méthode de la fonction de transfert pour déter-
miner les limites du décodage itératif quaternaire appliqué & un ensemble de codes composites.
Cette étude a été menée en collaboration avec Sawaya, Boutros et Zémor [91].

Soit ¢ = (c1,¢2,... ,cn) un mot du code composite C, par exemple le mot (0,...,0). Les
symboles codés sont modulés par une modulation BPSK et émis sur un canal AWGN, dont
le bruit est de moyenne nulle et de variance Ny. La séquence des symboles modulés est notée
x = (z1,22,... ,zN) et y = (y1,Y2,--- ,yn) est le vecteur réel correspondant, disponible a la
sortie du canal. Nous supposons que tous les bits codés sont entrelacés deux a deux. Il s’agit, par
exemple, d'un code GLD convolutif ou d’un code GLD blocs. Le cas ot seuls les bits d’information
sont entrelacés, comme pour un turbo-code paralléle, ne sera pas envisagé mais peut cependant
étre tres facilement déduit de cette étude [91].

Lorsque deux bits codés cg; 1 et co; sont combinés pour former le symbole quaternaire Sj,
le vecteur des observations du canal y peut étre réécrit sous la forme Y = (Y1,... ,YN/Q) avec
Y; = (y2i—1 y2i). Nous supposons que l'étiquetage entre les entiers ¢ = 0,1,2,3 et les couples
(q1 ¢2) désignant un symbole, est donné par :

00
01
10
11

L1 14

0
1
2
3

Par analogie avec le cas binaire, nous définissons, pour un symbole quaternaire S; (S; €
0,1,2,3), les rapports logarithmiques de probabilités suivants :

— Vecteur des rapports logarithmiques des APP partielles :
B(S;) = (BY(S;), B%(S;), B3(S;)) avec

A(Si = q)

BY(S;) = log A(S; = 0)’

— Vecteur des rapports logarithmiques des informations extrinséques :



4.5. METHODE DE LA FONCTION DE TRANSFERT 145

extLR(S;) = (extLR'(S;), extLR%(S;), ext LR3(S;)) avec

E -
extLRI(S;) = log zt(S: = 9)

= _ =1,2,3.
Ext(S;=0) 177

— Vecteur des rapports logarithmiques des APP totales :
LR(S;) = B(S;) + extLR(S;) avec

APP(S; = q)

LE(S) =log 3555, =0)
—

= BY(S;) + extLRY(S;), ¢q=1,2,3.

— Vecteur des rapports logarithmiques des observations du canal :
LRQ(S,) = (LR(I)(SZ),LR%(SZ),LRS(S,)) avec

Pr(Yi/Si =q)

FRIS) =108 By (v, 75, = 0y

g=1,2,3.

A la sortie du canal, les observations sur chaque symbole binaire z; sont des variables indépen-
dantes. L’observation du canal pour le symbole S; = (co;—1 co;) s’écrit alors, pour g =1, 2, 3 :

dray 1. Priy2i-1lq) Pr(y2ilge)

LR§(S;) =log Pr(yar 110) + log Pr(ysl0)
ou le couple (¢ g2) désigne les bits composant le symbole ¢. Ainsi, les rapports logarithmiques
LR} et LR3 correspondant respectivement & q; = 0 et go = 0 sont des variables aléatoires
gaussiennes indépendantes de moyenne —Nlo et de variance io. La variable aléatoire LR} est,
quant & elle, égale a la somme de LR} et de LR3. Les variables LR}, LR% et LR} ne sont
donc pas indépendantes entre elles. De méme, les informations a priori fournies par les différents
codes sur les symboles quaternaires sont supposées gaussiennes et indépendantes du fait de
'entrelaceur infini, mais les variables aléatoires extLR.,, extLR2, et extLR2, représentatives de

ces informations ne sont cependant pas décorrélées.

(4.21)

Comme pour le cas binaire, nous considérons la probabilité d’erreur évaluée & partir des APP
partielles des symboles pour déterminer les limites du décodage itératif d’'un code composite.
Evaluons maintenant sous ces hypothéses les fonctions de transfert d’'un symbole et d’un code.

Fonction de transfert d’un code

A T’entrée d’un code, la probabilité d’erreur est définie par

Pe! (code) = Pr(B'>0ouB>>0o0uB®>0)
1—P7'(Bl<OetB2<OetB3<O) .

Les APP partielles BY, ¢ = 1,2,3, sont des variables aléatoires gaussiennes, mais ne sont pas
indépendantes comme évoqué ci-dessus. Le vecteur des APP partielles B est donc caractérisé par
son vecteur moyenne my = (mj,mo, m3) et sa matrice de covariance I' donnée par :

E[B;B;] E[B.B:] E[B.B]

T= | E[BB;] E[B;B}] EBBY |,
E[B:B:] E[B}B;] E[B.B]
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ot E[ ] désigne I'espérance mathématique, et B, ¢ = 1, 2, 3, est PAPP partielle du symbole
centrée autour de sa valeur moyenne. La densité de probabilité du vecteur B est :

5 B-m) T (B-m,)')

1
=N R ( 2

La probabilité d’erreur en entrée d’un code s’écrit alors sous la forme :

p(B)

Pé| (code) =1 —/ p(B)dB'dB*dB? .
B1<0 et B2<0 et B3<0

Cette expression est particulierement difficile & évaluer. Il est donc nécessaire d’introduire quelques
hypothéses concernant 1’'indépendance des APP partielles B?, ¢ = 1,2, 3.

Pour une modulation BPSK, les observations B} et B3 sont des variables aléatoires gaussiennes

- 12 2 . 4 y N e e
indépendantes de moyenne — 7, et de variance Ng- Nous supposons qu’une hypothése similaire

peut étre faite pour les APP partielles B! et B2 a l'itération m : si Ny(ap) désigne la variance de la
probabilité extrinséque d’un bit codé (et non d’un symbole quaternaire), les APP partielles B! et
B2 sont assimilées & des variables aléatoires gaussiennes indépendantes de moyenne —Nlo — 215;35(;;))

; 4 Ads—1)
et de variance o + No(ap)

aléatoires gaussiennes indépendantes :

. L’APP partielle B3, s’écrit alors comme la somme de deux variables

B*=B'+85>.
La probabilité d’erreur a ’entrée du code se simplifie en :

Pe! (code) = 1—Pr(B'<0)Pr(B? <0)

1 ds — 1 ’
(ol £2)

2Q< ! ds_l). (4.22)

Q

=+
Ny = Noy(ap)

A la sortie du code, la probabilité d’erreur est donnée par :

P, (code) = [ p(B)dB.,
B1>0 ou B2>0 ou B3>0

ol la distribution de B est obtenue par simulation de I’algorithme aller-retour décrit au chapitre 3.

Fonction de transfert d’un symbole

Les APP partielles disponibles sur chacune des (ds — 1) arétes a ’entrée d'un symbole sont
définies comme la somme de deux variables gaussiennes indépendantes : 'observation du canal,
de moyenne —Nlo et de variance Nio, et une information a priori délivrée par chaque code, de
moyenne mg, et de variance ag pour ¢ = 1, 2, 3. Nous faisons les mémes hypothéses que pour la
fonction de transfert du code, c’est-a-dire, que les APP partielles B! et B2 sont deux variables
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aléatoires indépendantes et identiquement distribuées selon une loi gaussienne de moyenne —Nlo —

2 i 4 4 4 ite d te Vot 0 N
No(ap) et de variance T No(ap)* La probabilité d’erreur en entrée d’un symbole s’écrit d’apreés

Papproximation (4.22) :

1 1
Peé|_(symbole) = 2 — +
&y )=2Q ( No No(“?))

Le symbole calcule une nouvelle APP partielle en sommant 'observation du canal et les

(ds — 1) informations a priori indépendantes fournies par les codes. Les APP partielles B! et B2
en sortie d’un symbole sont ainsi des variables aléatoires gaussiennes de moyenne —Nlo — 215;(1)8(;])1))

et de variance Nio + 4]5;(1]3(;;71))' La probabilité d’erreur a la sortie d’'un symbole est donc :

1 dys — 1
Pe’ (symbole) = 2 — 4 .
out( y ) Q ( NO NO (ap)>

Notons que pour ds = 2, la fonction de transfert d’'un symbole est définie par :

Pe! (symbole) = Pe!  (symbole) .

Pour étudier le comportement du décodage itératif, les fonctions de transfert des symboles et
des codes sont tracées sur le méme diagramme. La figure 4.13 représente le diagramme obtenu
pour un code GLD de rendement R = %, construit & partir de deux codes convolutifs isotropes,
lorsque le rapport signal-a-bruit est 1.2 dB. Ces codes sont de rendement r = % et sont définis
par les polynomes générateurs (13,15,16,17). L’évolution de la probabilité d’erreur s’obtient de
nouveau en zigzaguant entre les deux courbes représentant les fonctions de transfert du code et
du symbole. Nous observons sur cette figure la présence d’un point critique dans la convergence
de la probabilité d’erreur, aux alentours de Pe! = 0.18 : la propagation de I'information est alors
beaucoup plus lente et nécessite de nombreuses itérations. Au-dela de ce goulet d’étranglement
la convergence est nettement plus rapide, et trés peu d’itérations sont requises pour atteindre
une probabilité d’erreur nulle.

La méthode de la fonction de transfert nous permet de déterminer les limites de différents
codes composites construits & partir d’entrelaceurs symbole par symbole, en observant ’évolution
du point fixe Pe/. Pour des raisons de complexité, nous n’avons considéré que ’entrelacement
par symbole quaternaire. Le tableau 4.7 donne les limites obtenues, en termes de rapport signal-
a-bruit minimal, pour un turbo-code paralléle et un code GLD convolutif de rendements %,
construits & partir de deux codes RSC. Nous observons dans ce tableau qu’un gain de 1’ordre

Code Composite | Code constituant C(n, k) R | Capacité (ML) (%) ~ (itératif)
Turbo-code RSC(31,21,37) (r=2/3) 1/2 0.18 dB 0.51 dB
Turbo-code RSC(37,21,27) (r =2/3) 1/2 0.18 dB 0.46 dB
Turbo-code RSC(25,37,35) (r =2/3) 1/2 0.18 dB 0.40 dB
GLD convolutif | RSC(13,15,16,17) (r = 2/3) | 1/2 0.18 dB 0.80 dB

TAB. 4.7 — Limites asymptotiques de codes composites “quaternaires”
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Fi1G. 4.13 — Propagation de I'information pour un décodage “quaternaire” d’un code GLD convo-
lutif

de 0.2 dB peut étre réalisé avec un entrelacement quaternaire pour les turbo-codes paralléle, et
de l'ordre de 0.60 dB pour les codes GLD convolutifs. Ceci confirme les résultats de simulations
obtenus au chapitre 3 avec un tel entrelaceur.

Signalons que dans [91], les estimations des limites des codes composites avec entrelacement
quaternaire données par la méthode de la fonction de transfert ont été comparées aux valeurs
données par la méthode de I’évolution de la densité. Les écarts trouvés entre les estimations sont
de lordre de ceux signalés dans le cas binaire, c’est-a-dire de 'ordre de quelques centiémes de
décibel, ce qui permet de valider les différentes approximations faites au cours de cette étude.

Nous avons présenté dans cette section une méthode graphique permettant d’évaluer les
performances ultimes d’un ensemble de codes composites décodés itérativement. Cette technique
constitue une alternative simple a la méthode de I’évolution de la densité. Dans ’ensemble des
exemples considérés, nous avons supposé que les codes constituants du code composite étaient
identiques & une permutation preés. Il est possible d’étendre cette méthode a des codes constituants
différents, en tragant les fonctions de transfert de chaque code et la fonction de transfert d'un
bit sur la méme figure. La propagation de la probabilité d’erreur au cours des itérations s’obtient
alors en évoluant entre les différentes fonctions de transfert représentées. Lorsque le nombre
de codes constituants est J = 2, la fonction de transfert du bit laisse invariante la probabilité
d’erreur et peut ainsi étre omise. La propagation de la probabilité d’erreur s’obtient alors en
évoluant entre les fonctions de transfert des codes uniquement.

L’introduction de codes constituants différents dans la construction d’un code composite crée
une irrégularité au niveau des codes, qui n’ont plus tous le méme degré. Les turbo-codes série sont
un exemple de tels codes. Nous proposons dans la section suivante d’introduire une irrégularité
dans le graphe d'un code composite au niveau des bits, & travers un exemple de turbo-code
irrégulier.
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4.6 Turbo-codes Irréguliers

En observant la figure 4.10, qui analyse la propagation de la probabilité d’erreur au cours des
itérations pour un turbo-code paralléle régulier (J = 2), nous constatons que pour améliorer les
limites asymptotiques de ce code, il faut augmenter la distance entre les fonctions de transfert
au voisinage du point critique. Pour cela, deux possibilités peuvent étre envisagées :

1. changer la fonction de transfert du code, i.e., changer le code constituant du code composite
ou introduire des codes constituants différents

2. changer la fonction de transfert du bit, ¢.e., changer le degré des bits en introduisant
éventuellement différents degrés

La premiére éventualité a été évoquée lors de l'optimisation des codes constituants, dans la
section 4.5.4, ou par le biais des turbo-codes série. Nous nous concentrons, dans cette section,
sur la mise en ceuvre de la seconde alternative. Cette derniére correspond & la définition des
turbo-codes irréguliers donnée par [41].

Dans un premier temps, nous introduisons briévement le schéma de codage des turbo-codes
irréguliers et le principe du décodage itératif appliqué & ces codes. Puis nous montrons comment
adapter la méthode de I’évolution de la densité et la méthode de la fonction de transfert afin de
déterminer les limites du décodage itératif d’un turbo-code irrégulier. Ce turbo-code est caracté-
risé par un profil de degrés donnant la fraction de bits de degré d pour différentes valeurs de d.
I’étude de la propagation de la probabilité d’erreur est ensuite utilisée pour optimiser le profil
de degrés du code.

4.6.1 Définition et décodage itératif des turbo-codes irréguliers
Schéma de codage

Soit Cr(NRg, Kg) un turbo-code paralléle régulier construit a partir de J codes constituants
identiques isotropes C . La représentation la plus usuelle de ce turbo-code est donnée sur la figure
4.14.

L’ordre des bits systématiques importe peu; par conséquent, il est possible d’ajouter un
entrelaceur & I’entrée du premier codeur. Le turbo-code Cg peut alors étre vu comme la concaté-
nation d’un code a répétition de rendement %, d’un entrelaceur agissant sur I’ensemble des bits
répétés, et du code convolutif C', comme le montre la figure 4.15. Ainsi, pour le cas particulier
d’un turbo-code paralléle construit a partir de deux codes RSC identiques, les bits d’information
sont dupliqués, entrelacés puis envoyés a l’entrée du code convolutif RSC. Les performances de
ce schéma de codage sont identiques aux performances du schéma classique de la figure 4.14 pour

des tailles d’entrelaceur garantissant ’indépendance des répliques.

Dans un turbo-code régulier, tous les bits d’information sont répétés un nombre identique de
fois égal au nombre de codes constituants, c’est-a-dire au degré d’un bit d’information dp = J.
Pour rendre ce turbo-code irrégulier, il suffit, comme pour les codes LDPC [57][66], de changer le
degré de certains bits. Nous définissons ainsi un profil de degrés {fq}a=1,..,p donnant la fraction
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FiG. 4.14 — Représentation “classique” d’un turbo-code paralléle construit & partir de J codes
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FiG. 4.15 — Représentation “condensée” d’un turbo-code paralléle construits & partir de J codes

de bits codés de degré d si D est le degré maximal des bits codés. Ces fractions vérifient 1’égalité
suivante :

D
Zfdzl-

d=1

Pour un turbo-code irrégulier de rendement Ry, la fraction de bits de parité, i.e., de bits de degré
1, est :

La sortie du turbo-code irrégulier C;(Ny, Ky), défini par ce profil de degrés, est perforée de
maniére & ne garder qu’une seule réplique des bits d’information. Soit d le degré moyen des bits
codés, défini par :

B D
d=> dfq.
d=1

Si r est le rendement du code constituant C, alors le rendement R; du turbo-code irrégulier C;
est obtenu & 'aide de I’égalité ci-dessous :

d(l—’r‘):(l—R[).

Cette relation montre que pour un degré moyen d et un rendement R; du turbo-code fixés, il
faut poingonner le code constituant afin d’augmenter son rendement r. La perforation se fait sur
les bits de degré 1. En pratique, il est nécessaire de faire un compromis entre le degré moyen
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(c’est-a-dire le profil des degrés) et le rendement total du turbo-code : en effet, si le degré moyen
est trop élevé alors le code constituant doit étre perforé de maniére importante et risque ainsi de
perdre de son efficacité. Ceci encourage 1’utilisation des turbo-codes irréguliers pour de faibles
rendements.

Exemple 2
Considérons un turbo-code irrégulier de rendement Ry = % construit & partir d’un code convolutif
de rendement initial r = % Le profil de degrés du turbo-code irrégulier est supposé étre le suivant :
2
d=1 = —
fi=:
91
d=2 = —
F2= 355

3
=1 : = —
d=10 fio 100

Afin de garantir un rendement Ry = % pour le turbo-code irrégulier, le rendement du code convo-
lutif doit étre égal 4 = 0.576 au lieu de % initialement. 26.5% des bits de parité doivent donc étre
éliminés, ce qui reste raisonnable. Em revanche, si l’on considére le profil de degrés ci-dessous :

2
d=1 If1:§
41

=2 = —
d F2= 155

P10 - pe- D

- © 197 900
3

d=20 : fao= 15

le rendement du code convolutif doit étre égal & r =~ 0.685 pour maintenir le rendement du turbo-
code. Ceci signifie que 53.9% des bits de parité sont poingonnés en sortie du code convolutif, ce
qui Tisque de limiter efficacité du code convolutif. Nous verrons dans la partie 4.6.4 comment
optimiser le compromis entre le profil de degrés et le rendement du code constituant afin de
garantir les meilleures performances.

La représentation graphique d’un turbo-code irrégulier est relativement similaire & celle d’un
turbo-code régulier. L’entrelacement présent dans le turbo-code irrégulier est supposé de longueur
infinie : les répliques d’un bit d’information sont ainsi suffisamment éloignées par rapport a la
fenétre de dépendance du code constituant pour considérer qu’elles appartiennent & des codes
différents. Plusieurs voisinages de bits (autant que de degrés) coexistent maintenant dans le
graphe, selon le degré des bits : un bit de degré d est ainsi relié a d codes indépendants. Les bits
de degré 1 (bits de parité) ne propagent aucune information dans le graphe. Les codes ont quant &
eux tous le méme voisinage ; une aréte reliée a un code provient d’un bit de degré d, d =2,... , D,
avec une probabilité ug telle que :

d fa

S (4.23)

Hd

Le turbo-code irrégulier n’est pas isotrope. Il faut, par conséquent, étudier la distribution de
probabilité de I’APP partielle et de ’APP totale de chaque bit. En fait, il suffit de considérer un
nombre de distributions de probabilité égal au nombre de voisinages différents présents dans le
graphe, c’est-a-dire au plus D — 1 distributions.
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Décodage itératif

Soit C;(N, K) un turbo-code irrégulier construit a partir du code convolutif récursif systé-
matique C et dont le profil de degrés est {fq}q=1,...,p- Un mot de code de C;(N, K) est noté

¢ = (¢1,--- ,¢N), et x = (x1,... ,zN) est la séquence modulée correspondante (modulation
BPSK). Nous considérons un canal AWGN, dont le bruit est de moyenne nulle et de variance
Ny ; la sortie du canal est notée y = (y1,... ,yn). Le vecteur y est fourni & un décodeur SISO

utilisant 1’algorithme aller-retour.

A partir du vecteur y, le décodeur calcule les observations du canal définies par les probabilités
Pr(yi|z;), ¢ =1,... ,N. Pour un bit codé ¢; de degré d, il copie l'observation Pr(y;|z;) dans les
probabilités P/ (y;|z;), j =1,... ,d. A la premiére itération, les informations a priori P(c;),i =
1,...,N, sont initialisées & 0.5 et sont copiées dans les probabilités P’(c;). Les répliques des
observations du canal et des probabilités a priori sont utilisées par le décodeur aux emplacements
des bits d’information poingonnés dans la séquence codée. En effet, contrairement au schéma de
codage de la figure 4.14, le turbo-code irrégulier introduit par [41] est composé d’un seul code
RSC. Par conséquent, un seul décodeur SISO élémentaire est considéré en réception pour le
décodage itératif; I’algorithme aller-retour est alors appliqué sur la séquence codée entiére.

Les répliques d’un bit d’information ¢; sont supposées étre suffisamment éloignées par 1’en-
trelaceur dans la séquence codée pour garantir 'indépendance des probabilités extrinséques
Ezti(c;), j =1,... ,d, générées sur ces répliques par le décodeur SISO. Ces informations extrin-
séques sont combinées & I'observation du canal pour former la probabilité a posteriori du bit ¢;
a l'itération m :

d
APP(c;) = Pr(yi|z;) H Ext’(c;) . (4.24)

L’information a priori fournie a 'itération m + 1 pour la j-iéme réplique du bit ¢; est donnée
par :

d
Pi(c;) = [ Bxt'(ci) - (4.25)
s

Chaque itération de décodage se déroule selon les étapes suivantes :

1. Calcul des APP partielles des bits d’information et de leurs répliques en combinant 1’ob-
servation du canal avec la probabilité a priori du bit évaluée selon I’équation (4.25),

Permutation de ces informations souples pour les fournir au décodeur SISO,
Décodage par ’algorithme aller-retour,

Permutation des sorties souples de ’algorithme aller-retour,

(2 B O V]

Evaluation de ’APP de chaque bit d’information en prenant en compte toutes ses répliques,
selon I'équation (4.24) .

Comme pour les turbo-codes réguliers, il est possible d’étudier les performances asympto-
tiques d'un ensemble de turbo-codes irréguliers de méme rendement et de méme profil de degrés,



4.6. TURBO-CODES IRREGULIERS 153

décodés itérativement. Nous expliquons dans les sections suivantes comment appliquer les mé-
thodes présentées aux sections 4.3 et 4.5 lorsque le graphe de Tanner du code composite est
irrégulier. Par la suite, les informations souples se propageant dans le graphe sont des rapports
logarithmiques de probabilités.

4.6.2 Meéthode de I’évolution de la densité pour les turbo-codes irréguliers

Nous considérons un ensemble de turbo-codes irréguliers de rendement R, construits & par-
tir d’'un code RSC noté C(n, k), de polyndmes générateurs donnés et d'un profil de degrés
{fa}d=1,..,0, ou D est le degré maximal des bits codés. Le code constituant C est supposé
isotrope. Nous faisons I’hypothése que le mot ¢ = (0,...,0) est modulé en x = (—1,...,-1)
puis émis sur un canal gaussien, dont le bruit est de variance Njp.

Une formule de propagation similaire & la formule (4.9) peut étre obtenue en incluant le profil
de degrés du turbo-code irrégulier. Comme pour les codes composites réguliers, cette formule est
trop complexe pour étre appliquée directement ; par conséquent, nous cherchons les performances
limites de I’ensemble des turbo-codes irréguliers en déterminant par simulation (méthode Monte-
Carlo) les différentes distributions des informations extrinséques et des probabilités a posteriori.

Le turbo-code irrégulier n’est pas isotrope; soit J§, son degré d’anisotropie. Comme le code
constituant C est isotrope, d, est égal au nombre de degrés distincts dans le profil du turbo-code
irrégulier et est majoré par D —1. Nous devons donc évaluer au plus D —1 distributions différentes
des probabilités a posteriori afin de pouvoir calculer la probabilité d’erreur a l'itération m. Cette
probabilité d’erreur Pe,, est égale & :

D
Ja
Pe,, = ————Pe,,(d) , (4.26)

ou Pep,(d) est la probabilité d’erreur a 'itération m évaluée a partir des bits de degré d :

+o0
Pep(d) = /0 Pl ()da

Dans cette équation, pfn désigne la densité de probabilité du rapport logarithmique des APP
a litération m pour un bit de degré d. Pour déterminer les densités de probabilité pd, il est
nécessaire d’observer le voisinage d’un bit ug de degré d, pour d = 2,... ,D.

A Tentrée de chaque code, 'observation du canal est une variable aléatoire gaussienne de
2 4

moyenne —z= et de variance g Un bit relié & ce sommet est un bit de degré d avec une
probabilité ug; son information a priori s’écrit alors comme le produit de d — 1 informations
extrinseques délivrées par les autres codes. Pour chaque bit wg4, nous appliquons 1’algorithme
aller-retour sur une fenétre autour de ug égale a la fenétre de dépendance W du code. L’algo-
rithme génére une information extrinséque sur u4 dont nous évaluons la distribution. En fait, quel
que soit le bit considéré ug et son degré d, les informations extrinséques a la sortie du décodeur
sont indépendantes des informations a priori et ont par conséquent toutes la méme distribution
puisque le code C est isotrope. Un seul histogramme est donc nécessaire pour évaluer la distri-

bution des informations extrinséques extL Ry, de tous les bits ug, d = 2,... ,D. A l'itération
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suivante, I'information a priori d'un bit de degré d est obtenue & partir de la somme de d — 1
informations extrinséques distribuées selon la loi de extLR,,.

La distribution de ’APP est, quant a elle, différente selon le degré d du bit uy. D’apreés
Péquation (4.24), la probabilité a posteriori du bit ug est la somme de l'observation et de d
informations extrinséques distribuées selon la loi de extLR,,. Par conséquent, pour chaque bit
g, un histogramme Hist, est nécessaire pour évaluer la distribution p%, de son APP. Pour remplir
I’histogramme Histy, pour d = 2,... , D, nous répétons les étapes suivantes jusqu’a obtenir une
précision suffisante :

1. Génération d’un échantillon obs selon une distribution gaussienne de moyenne —Nlo et de

variance Nio,
2. Génération de d échantillons ext;, ¢ = 1,... ,d, selon la distribution de extLR,,,
3. Somme de ’échantillon obs et des d échantillons ext;, : =1,... ,d,
4. Stockage de ’échantillon obtenu dans 1’histogramme Histg.

A Taide des D — 1 histogrammes obtenus, nous pouvons évaluer les probabilités d’erreur Pe,,(d)
puis la probabilité d’erreur totale Pe,, a l'itération m.

La table 4.8 donne les performances limites de deux turbo-codes irréguliers dont le profil
est constitué des degrés 1, 2, et 10 uniquement. Les variables Ry et r désignent respectivement
le rendement du turbo-code irrégulier et celui de son code constituant poingonné. Les valeurs
indiquées entre parenthéses dans la béme et la 6éme colonnes du tableau correspondent aux
limites du turbo-code régulier & deux niveaux construit a partir du méme code RSC et de méme
rendement. Nous observons que le gain apporté par l'introduction d’irrégularité dans le graphe
de Tanner du turbo-code est proche de 0.20 dB.

R; | Polynémes générateurs | Profil de degrés T (%)min (itératif) | (No)max

1/3 (37,21) f1 =10.6667 0.576 —0.38dB 1.63716
fo = 0.3033 (—0.15 dB) (1.552712)
f10 = 0.03

1/7 (31,27, 37, 21) f1 = 0.8572 0.299 ~0.81 dB 4.21762
f2=0.1328 (—0.66 dB) (4.07444)
f10 = 0.01

TAB. 4.8 — Limites asymptotiques des turbo-codes irréguliers

4.6.3 Meéthode de la fonction de transfert pour les turbo-codes irréguliers

Afin de visualiser graphiquement le décodage itératif des turbo-codes irréguliers, nous pro-
posons dans cette section de nous intéresser aux fonctions de transfert des différents sommets
du graphe (H est la fonction de transfert d’un code, tandis que G est celle d’un bit). Nous sup-
posons que les informations extrinséques sont des variables aléatoires gaussiennes indépendantes

2

de moyenne ~ No(ap) et de variance W. Rappelons que l'observation du canal est également

une variable aléatoire gaussienne de moyenne —NLO et de variance Nio.
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Soit Cr(N, K) un turbo-code irrégulier dont le profil de degrés est {f4}, d =1,... , D. A partir
de ce profil et de I’équation (4.23) nous déduisons les valeurs des probabilités {uq}, d =1,...,D.
Evaluons maintenant les fonctions de transfert de chaque sommet du graphe. Les probabilités
d’erreur calculées en entrée et en sortie de chaque sommet sont évaluées a partir de ’APP partielle
des bits.

Au niveau d’un code

A Tentrée d’'un code, les bits sont de degrés d avec une probabilité pgq, pour d = 2,...,D.
L’APP partielle d'un bit de degré d est la somme de d variables aléatoires gaussiennes indépen-
dantes : une observation et d — 1 probabilités a priori. La probabilité d’erreur a l'entrée d’un
code est donnée par :

L -1
.(code) .
z 140 ( s
A la sortie du code, la probabilité d’erreur est :

Pé! ,(code) = Pr(B > 0) ,

ou la distribution de B est obtenue par simulation Monte-Carlo.

Au niveau d’un bit

A la sortie du décodeur, toutes les informations extrinséques générées ont la méme distribution
quel que soit le degré des bits. A ’entrée d’un bit ug, ’APP partielle est la somme de ’observation
et d’une information extrinséque délivrée par le décodeur. Par conséquent, la probabilité d’erreur
s’écrit :

Pe, (bit) = Q( N +—N0(1ap)> .

Le bit considéré posséde un degré d dans le graphe avec une probabilité pg. Il combine les d — 1
informations extrinséques disponibles & son entrée avec I’observation du canal pour générer une
nouvelle APP partielle. L’APP partlelle ainsi évaluée est une variable aléatoire gaussienne de

moyenne —Nlo — A;(‘)i( 1% et de variance N + ]éo(alg La probabilité d’erreur en sortie d’un bit est :

el . (bit) ZMdQ ( N 5\6[10— 1))

(ap)

La figure 4 16 représente les fonctions de transfert H et G d’un turbo-code irrégulier de ren-
dement R = 5 construit & partir d’'un code RSC de polynémes générateurs (37,21) et dont le
profil de degreés est (fi = 0.6667 ; f2=0.3033 ; fi0 = 0.03). Le rapport signal-a-bruit sur cette
figure est % = —0.10 dB. Contrairement aux turbo—codes réguliers, nous ne remarquons aucun
point critique dans la propagation de 'information, et les limites des performances du décodage
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itératif de ce code ont été améliorées par rapport & sa version réguliére. Le nouveau seuil est,
d’apreés la méthode de I’évolution de la densité, voisin de —0.38 dB. Nous voyons également sur
cette figure que 'absence de point critique rend la convergence vers zéro plus lente et plus uni-
forme tout au long de la propagation que pour un turbo-code régulier : la distance entre les deux
fonctions de transfert reste en effet constante au fil des itérations. La figure 4.17 représente les
fonctions H et G pour un rapport signal a bruit de —0.35 dB, c’est-a-dire trés proche du seuil
de ce turbo-code irrégulier. Nous observons que pour ce rapport signal-a-bruit, la méthode de
la fonction de transfert indique que le point fixe Pe’ n’est pas nul, contrairement & la méthode
de I'évolution de la densité. Nous avons constaté un écart de 0.06 dB entre les estimations faites
par les deux méthodes de la limite de ce turbo-code irrégulier.

0.2 — — —
fonction de transfert d' un bit g
----+--- fonction de transfert d'un code /*/*-**
/*//*
0.15 2
/,*”%/
%\ +
% 0.1 o
/K//
0.05 2
/*/
0
0 0.05 0.1 0.15 0.2
Pe(in)
FiG. 4.16 — Propagation de la probabilité d’erreur pour un turbo-code irrégulier, % = —0.10dB
0.2 — —
fonction de transfert d’ un bit
fffffffff fonction de transfert d’'un code
0.15
g
S o1
g
0.05
0
0 0.05 0.1 0.15 0.2
Pe (in)
FiG. 4.17 — Propagation de la probabilité d’erreur pour un turbo-code irrégulier, B~ _0.35dB

No
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Les performances des turbo-codes irréguliers varient en fonction du profil de degrés que ’on
sélectionne. Ce profil conditionne le rendement du code constituant, et peut, s’il est mal choisi,
diminuer 'efficacité du code RSC de telle sorte que le turbo-code irrégulier considéré a de moins
bonnes performances que son équivalent régulier (i.e., de méme rendement et construit & partir
du méme code RSC avant poingonnage). Nous proposons dans la section suivante d’optimiser le
choix de ce profil de degrés en utilisant la méthode de 1’évolution de la densité.

4.6.4 Optimisation du profil des turbo-codes irréguliers

Le choix d’un bon profil de degrés pour un turbo-code irrégulier dépend de plusieurs para-
metres tels que le rendement du code constituant, le rendement du turbo-code irrégulier et les
polynémes générateurs du code constituant. Nous proposons pour sélectionner de bons profils
d’utiliser la méthode de I’évolution de la densité appliquée & un turbo-code de rendement fixé
construit & partir d'un code RSC donné.

Soit Cz un turbo-code irrégulier de rendement R; construit & partir d’'un code RSC de ren-
dement 7. Le profil de degrés de ce turbo-code est noté { f4}4=1,..,n, ot D est le degré maximal
des bits codés.

Critére d’optimisation

En choisissant un bon profil de degrés, nous cherchons & améliorer le seuil du turbo-code Cr,
c’est-a-dire & maximiser la variance du bruit pour laquelle la probabilité d’erreur tend vers zéro.
Il s’agit donc d’optimiser le choix de D + 1 variables : les D fractions f; et le rendement r. Cette
optimisation se fait sous plusieurs contraintes :

D
» fa=1 (4.27)
=1

D
(Z dfd> (1-7)=(1-Ry) (4.28)
d=1

fi=1—Ry et 0< fi<Rr (4.29)

Ces contraintes permettent de réduire le nombre de variables du probléme. Nous passons ainsi
de D+1 a D —2 variables a optimiser : les fractions fg4, d = 3,... , D, les autres inconnues étant
déduites des contraintes (4.27), (4.28), (4.29).

La méthode retenue pour choisir le profil de degrés est la suivante. Nous prenons comme
profil initial celui du turbo-code régulier Cx (J = 2) construit & partir du code RSC, c’est-a-dire,

fo=Rr et f4=0Vd>2.

Nous déterminons alors la limite de ce turbo-code en termes de variance de bruit, No(Cr),
en appliquant la méthode de 1’évolution de la densité, et pour un nombre fixé d’itérations my
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nous évaluons la probabilité d’erreur Pe,,, atteinte par Cgr pour cette variance de bruit. Puis
la séquence de fractions du profil est modifiée & 'aide de la méthode du «downhill simplex»
(appelée méthode DSM pour Downhill Simplex Method) [61] que nous détaillons ci-apres. Si
le nouveau profil considéré méne pour la méme variance de bruit & une probabilité d’erreur
plus faible au bout de myg itérations, alors ce profil est retenu et devient le nouveau profil de
référence. L’opération est ensuite renouvelée jusqu’a ce que la probabilité d’erreur Pe,,, atteinte
n’évolue plus. Le seuil du dernier profil retenu est évalué. La recherche est alors relancée pour
cette nouvelle variance de bruit et ainsi de suite, jusqu’a ce que la variance de bruit maximale
reste inchangée pour les nouveaux profils sélectionnés.

Algorithme d’optimisation

Pour la modification des fractions, nous avons choisi la méthode DSM. Cette méthode
s’applique aisément dans le cadre de ’optimisation d’une fonction de colt non linéaire multi-
dimensionnelle. Si une seule fraction f; avec d # 2 est & optimiser, il est possible de recourir &
des méthodes d’optimisation globales relativement simples et efficaces. Nous nous limitons dans
cette partie & la méthode DSM, qui permet de sélectionner D — 2 inconnues indépendantes, sans
connaissance a priori de la fonction & optimiser ni de ses dérivées. La fonction de colit est dans
notre cas la probabilité d’erreur atteinte par le turbo-code irrégulier aprés my itérations.

La méthode DSM a été introduite en 1965 par Nelder et Mead [61] pour optimiser un systéme
a @ dimensions (Q = D — 2 ici). Il s’agit de considérer un simplexe non dégénéré et de faire
évoluer ce simplexe jusqu’a ’obtention d’un profil convenant au critére d’arrét fixé pour notre
recherche (i.e., variance de bruit maximale).

Un simplexe est une figure géométrique a () dimensions, contenant () + 1 sommets, Q(Q;l)
arétes, et Cg;_ll faces de dimension ¢, ¢ = 2,... ,Q. En dimension 2, un simplexe est un triangle,

tandis qu’il s’agit d’un tétraédre non nécessairement régulier en dimension 3. Un simplexe non
dégénéré délimite un volume fini en dimension (). Ainsi, si nous définissons n’importe quel sommet
comme origine, les () autres sommets définissent les directions des vecteurs de 1’espace & @)
dimensions. Pour former ce simplexe, il faut tout d’abord sélectionner un point d’origine xgq.
Nous prenons par exemple pour xg le profil de degrés du turbo-code régulier Cr. Les @) autres
sommets sont déduits de xg par la relation :

Xg=Xp+Xdg ¢g=1,...,Q,
oll A est une constante et e;, ¢ =1,...,(Q sont des vecteurs unitaires.

La fonction de cotit est évaluée en chacun des sommets du simplexe (figure 4.18(a)). Le
sommet Tmayx ayant la fonction de coiit la plus forte est réfléchi par rapport au centre de la face
opposée du simplexe vers un point ayant un coiit plus faible (figure 4.18(b)). La réflexion se
fait de telle sorte que le volume du simplexe est conservé, ce qui permet de maintenir sa non-
dégénérescence. Si le colit du nouveau point considéré est plus faible, une expansion du simplexe
d'un facteur fexp peut étre réalisée dans la direction donnée par ce point (figure 4.18(c)). A
chaque expansion, le facteur feyp augmente tant que cela est possible. Si le cotit du nouveau
point est plus grand, alors le simplexe se rétracte selon la direction indiquée par le point, en
cherchant un point de cott plus faible (figure 4.18(d)). Si de nouveau c’est un échec, le simplexe
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se contracte autour de son meilleur point Zmin, c’est-a-dire celui ayant le cott le plus faible (figure
4.18(e)). Ces étapes sont renouvelées jusqu’a l'obtention d’un minimum de la fonction de cott.
Notons, que lors de ces différentes étapes, si les conditions données par les équations (4.27) et

(4.28) ne sont pas vérifiées en un point, nous introduisons des fonctions de pénalité telles que la
fonction de cotit soit arbitrairement grande en ce point.

Tmaz

Tmin

(a) Simplexe Initial

(b) Réflezion (c) Réflezion et Ezpansion

~
~ \
~
~
~.

(d) Contraction (e) Contraction Multiple

FiG. 4.18 — Différentes étapes de la méthode DSM

Comme il s’agit d’une méthode d’optimisation locale, nous avons appliqué I'algorithme DSM
& plusieurs reprises en changeant les conditions initiales, jusqu’a ce que le systéme se stabilise et

sélectionne de nouveau le méme profil. A chaque application de ’algorithme, nous avons utilisé
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le dernier profil retenu comme nouveau point initial xg, et observé si ’algorithme converge de
nouveau vers ce méme point; la variance du bruit est déterminée par le seuil du turbo-code
irrégulier de profil xq.

Résultats numériques

La table 4.9 donne quelques exemples de bons profils sélectionnés a 1’aide de la méthode
DSM, pour un turbo-code irrégulier de rendement R; = % construit & partir d’'un code RSC de
rendement initial % et de polynémes générateurs (37,21). Le rendement r du code RSC apreés
poingonnage est précisé. Les limites asymptotiques de ces codes sont données en termes de rapport
signal-a-bruit minimal et de variance de bruit maximale. Rappelons que la version réguliére de
ce turbo-code a pour limite asymptotique —0.15 dB. Nous constatons dans ce tableau que les
rendements des codes RSC perforés sont tous inférieurs & 0.60, c’est-a-dire que moins d’un tiers
des bits de parité sont poingonnés.

4.7 Conclusion

Nous avons étudié dans ce chapitre les limites asymptotiques des codes composites décodés
itérativement. Ces limites s’expriment en termes de rapport signal-a-bruit minimal ou de variance
de bruit maximale, tels que la probabilité d’erreur tende vers zéro lorsque le nombre d’itérations
de décodage est suffisant. Deux méthodes ont été introduites pour évaluer ces limites :

— la méthode de l’évolution de la densité : cette méthode est fondée sur ’analyse de 1’évolution
de la distribution des informations extrinséques et des probabilités a posteriori au cours
des itérations. Ces distributions permettent de déterminer la probabilité d’erreur a chaque
itération.

— la méthode de la fonction de transfert : cette méthode repose sur I'approximation gaus-
sienne des distributions des informations extrinséques circulant dans le graphe du code
composite considéré. 11 s’agit alors de déterminer sous cette hypothése les transformations
engendrées par les sommets du graphe sur la probabilité d’erreur a chaque itération. Ces
transformations sont représentées sur le méme diagramme pour analyser graphiquement le
décodage itératif d’un code composite et ses limites.

Les limites évaluées a l’aide de ces deux méthodes ont été comparées et les écarts trouvés (infé-
rieurs & 0.10 dB) ont permis de valider les différentes approximations réalisées au cours de cette
étude.

Ces techniques ont permis de mieux appréhender le comportement du décodage itératif et de
proposer des voies d’amélioration des performances d’'un code composite décodé itérativement.
Elles ont été utilisées par exemple, pour optimiser le choix des polynémes constituants d’un
turbo-code paralléle ou le profil de degrés d’un turbo-code irrégulier. Le critére de conception
retenu a été l'optimisation des performances pour le décodage itératif et non pour le décodage
4 maximum de vraisemblance. Les performances asymptotiques de ces codes ont été comparées
aux performances ML données par la capacité du canal.
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Profil de degrés r (%)min (itératif) | (INo)max
f1=0.6667 0.526 —0.18 dB 1.5634
fo = 0.3079

3 = 0.0003

4 = 0.0009

f5 = 0.0242

f1 =0.6667 0.555 —0.26 dB 1.5925
f2 = 0.2916

fo = 0.0417

f1=0.6667 0.555 —0.32 dB 1.6147
fo = 0.2989

3 = 0.0004

4 = 0.0004

5 = 0.0003

fo = 0.0015

f7=10.0318

f1=0.6667 0.555 —0.31 dB 1.6110
fo = 0.3043

3 = 0.0004

4 = 0.0002

5 = 0.0003

fo = 0.0007

f7 = 0.0013

s = 0.0260

f1=0.6667 0.576 —0.38 dB 1.6372
fo = 0.3033

f10 = 0.03

f1=0.6667 0.592 —0.38 dB 1.6372
fo = 0.3033

fi2 =0.03

f1=0.6667 0.590 —0.30 dB 1.6073
fo = 0.3033

fo = 0.0019

f12 = 0.0281

TAB. 4.9 — Bons profils de degrés pour un turbo-code irrégulier de rendement R = 1/3

Notons que l'utilisation de la fonction de transfert ne se limite pas aux codes composites.
D’autres études ont été réalisées pour appliquer cette méthode & la compréhension et a ’évalua-
tion des limites de tout systéme utilisant un processus itératif pour le décodage ou la démodu-
lation [16][15][93].
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Conclusions et Perspectives

Depuis 1993 et I'invention des turbo-codes, de nombreuses structures de codes composites
ont été introduites (ou redécouvertes, comme les LDPC et les codes de Tanner) et exploitées.
Ces codes présentent d’excellentes performances, trés proches des limites données par la théorie
de l'information.

Nous avons proposé dans ce document deux nouveaux schémas de codes composites.

Au chapitre 2, nous avons considéré des codes produits construits & partir de codes convolutifs
4 treillis circulaire comme une alternative aux codes produits classiques. Ces deux constructions
ont des performances similaires pour de petites longueurs de code (N < 1000), mais notre
construction atteint un gain proche de 1 dB pour de plus grandes longueurs (N ~ 10000). Ces
codes possédent une structure permettant le décodage simultané de chaque code constituant,
afin de réduire le délai introduit par le décodage itératif. D’autre part, pour les codes produits
construits & partir de codes en blocs linéaires quelconques, nous avons modifié I’algorithme pro-
posé par Fossorier et Lin afin de l'intégrer dans un processus de décodage itératif efficace.

Au chapitre 3, nous avons introduit une généralisation des codes LDPC de Gallager, en rem-
placant chaque code de parité simple par un code convolutif. Nous avons montré que ces codes,
lorsqu’ils sont décodés selon le critére du maximum de vraisemblance, sont asymptotiquement
bons, c¢’est-a-dire que leur distance minimale est une fonction linéaire de leur longueur. En pra-
tique, étant donnée la structure des codes GLD convolutifs, il apparait naturel de considérer un
processus de décodage itératif, fondé sur le décodage successif des codes constituants. Les perfor-
mances atteintes avec ces codes se situent & 0.8 dB de la limite de Shannon pour un rendement
R = % Nous avons encore pu améliorer ces performances en utilisant un entrelaceur quaternaire
qui permet de réduire le nombre de cycles dans le graphe de Tanner du code GLD.

Afin d’évaluer et d’apprécier les performances asymptotiques des codes composites, nous avons
proposé deux approches.

La premiére approche, présentée au chapitre 1, consiste & définir les performances optimales
d’un code, sous I'hypothése d’un décodage ML. La capacité d’un canal fixe les limites ultimes
d’un code de longueur infinie. Par ailleurs, une borne inférieure de la probabilité d’erreur optimale
pouvant étre atteinte sur le canal gaussien a été développée par Shannon, lorsque la longueur
et le rendement du code sont fixés. Nous avons comparé les performances des codes composites
a ces différentes limites pour le canal AWGN. Nous avons également étudié 1’évolution de la
probabilité d’erreur optimale obtenue par Shannon en présence d’évanouissements de Rayleigh.
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La seconde approche envisagée au chapitre 4 consiste & déterminer les performances asymp-
totiques des codes composites décodés itérativement. A cette fin, nous avons proposé deux mé-
thodes : la méthode de I’évolution de la densité, qui repose sur I’étude de 1’évolution des densités
de probabilité des informations souples lors du décodage itératif, d’une part, et la méthode de la
fonction de transfert, qui représente graphiquement 1’évolution de la probabilité d’erreur au cours
des itérations, d’autre part. Nous avons comparé les performances asymptotiques ainsi obtenues
avec celles fournies par la capacité du canal. Nous avons, par ailleurs, montré que ces méthodes
permettent de dégager des critéres de conception pour les codes composites, et d’améliorer les
schémas actuels en introduisant de l'irrégularité dans le graphe des codes.

De nombreux points restent encore a élucider quant aux performances des codes composites.

Nous avons vu dans ce document que le décodage itératif est équivalent au décodage ML
lorsqu’il n’existe pas de cycle dans le graphe de Tanner du code. Malgré la présence de cycles
dans leur graphe, les codes composites atteignent des performances trés proches de l'optimal.
Une meilleure compréhension de l'influence réelle des cycles au cours du décodage itératif serait
nécessaire.

D’autre part, les méthodes que nous avons étudiées pour déterminer les performances asymp-
totiques d’un code composite décodé itérativement font ’hypothése que la taille de I'entrelaceur
est infinie. Les critéres de conception que nous en avons dégagés s’appliquent ainsi & de longs
codes. Il serait intéressant d’élaborer des critéres d’optimisation des codes constituants pour des
codes de petites longueurs.

Enfin, les codes LDPC et leurs différentes généralisations (codes de Tanner, codes GLD)
présentent des propriétés et des performances trés proches de celles du codage aléatoire. Malgré
quelques avancées récentes [67], il reste & diminuer la complexité de leurs schémas de codage,
notamment lorsque la longueur du code est grande.
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Annexe A

Capacité du canal de Rayleigh

Cette démonstration s’appuie sur le raisonnement introduit par [42] pour démontrer le théo-
réme de codage dans le cas d'un canal AWGN discret sans mémoire.

Soit C(N, K) un code en blocs de rendement R. Les M = 2K mots de code de C sont notés :

X1y XM — (-'El,la .1‘172, “eey .’L‘LN), aeey (l‘M,l, . 7-'EM,N) .

Pour alléger certaines équations, nous adopterons indifféremment la notation :

X = (Z1,%2, ..y TN)

Chaque mot de code est choisi avec une égale probabilité indépendamment des autres. L’étique-
tage des mots de code se fait de telle sorte que la séquence correspondant a 'entier m & ’entrée
du codeur est le mot de code xum.

La sortie du canal et I’évanouissement sont notés respectivement y = (y1,... ,yn) et a =
(a1,...,an). Nous considérons les hypothéses suivantes :

— D’état du canal est toujours parfaitement connu du récepteur (estimation du canal parfaite),

— le canal est entrelacé, de telle sorte qu’il peut étre considéré sans mémoire (canal DMC,
Discrete Memoryless Channel),

— les évanouissements de Rayleigh sont non-sélectifs en fréquence, i.e., il n’y a pas d’interfé-
rence entre symboles (IES),

— P’évanouissement est supposé constant sur un temps symbole.

Par conséquent, a I’instant %, la sortie du canal y; ne dépend que du symbole en entrée du canal z;,
de I’évanouissement ¢; et du bruit blanc additif gaussien z;. Par ailleurs, du fait de la détection
cohérente, nous restreignons notre étude & un évanouissement réel. La distribution de chaque
évanouissement «; est :

play) = Zaie_o‘t2 avec E[a?] =1.

La fonction du décodeur est d’estimer la séquence émise par le codeur ainsi que I’étiquette
correspondante en observant la sortie y du canal. Une erreur de décodage apparait lorsque la
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séquence décodée m' differe de la séquence émise m. Le décodeur est supposé optimiser le critére
du maximum de vraisemblance, c’est-a-dire décoder la séquence recue y en m pour laquelle :

Pr(y|xm) > Pr(y|xm/) Vm # m/'.

La probabilité d’erreur par mot, Pew, aprés décodage est donnée par :

Peyw = Pr(m #m') ZPrm;«ém|m—z)

puisque les messages m, m = 1,... , M, sont équiprobables.

Soit Y,, l'ensemble des séquences y décodées en m (Y, est la région de décision de xy, dans
Pespace discret), et V¢ son complémentaire. Quand la source émet un message m, Xm est émis
sur le canal et une erreur apparait si y appartient & Y,5. La probabilité de faire une erreur
conditionnellement au message m, notée Pey,, et a I’évanouissement o s’écrit donc :

Pe,, = Z y|xm Z Z Yaa|xm) = ZP(O‘) Z P(y|xm,a),

yeYS o yevyg YEYS

Pe,, = ZP( ZP}’E ,Y|Xm, ):ZP ZP Y[ Xm, o (yEY |Y; Xm, o).
«

a

En moyennant sur les séquences x,, nous obtenons :

Pem:ZQ(xm)ZP( ZP y|Xm, (y €Y, |y’Xm’ )

ol Q(xm) est la probabilité a priori du mot de code xy,.

Nous avons par ailleurs le lemme suivant [24] :

Lemme 3 Si P(A;),...,P(Ap) sont les probabilités a priori sur un ensemble d’événements, et
P (U,, Am) est la probabilité de leur union alors nous avons :

Vptel que0 < p <1, P(UAm> < ZP(Am)

p
(A1)

Soit A,y 1’événement défini par {le mot de code m’ est décodé sachant m émis } Vm' # m.
Sachant que Y,$ =, £m A,,r, nous pouvons écrire d’aprés le lemme précédent :

p
Py €Yi[xmy,0) =P | |J 4w | < | D P(Amw) Vo< p<l.

m/#m m'#m

Lorsque Xm, X et a sont fixés, ’événement A, est équivalent a I'inégalité P(y|xXm/, o) >
P(y|Xm, ). Nous pouvons maintenant majorer P(A,,) par :

P(Ap) = 3 Qlxm) < Zme, (M> Vs> 0.

Xm!» P(y|xm’ 7a)ZP(Y‘xm’a)
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Dans cette inégalité, x,, est une variable muette et peut étre remplacée par x; la borne
devient ainsi indépendante de m’. Nous avons alors M — 1 choix pour m' # m :

p
Py € Y™[Xm,y, o _[ ~1 ZQ Plyx, o) ] : (A.2)

P(y|xm, a)*

d’ou

Pey, < (M — 1)pz Z [ZQ (xm)P(y[xm, & 1 sp] [ZQ P(ylx, o) ] . (A3)

En posant s = nous obtenons pour 0 < p < 1:

1
1+p?
14p
Pep < (M —1)") " P(a) Z [ZQ P(y|x, ) 1+p] . (A.4)
a
Pour un canal DMC, nous pouvons par ailleurs écrire :

P(Y‘Xaa) = HP(yn|$naan)

En se restreignant au cas ou les symboles de x sont choisis indépendamment les uns des autres :

De plus, les évanouissements sont indépendants ; par conséquent, nous avons également :

N
= H P(ay,).

Nous avons donc :

N 1+p
Pem < MI-1°Y Y I[P 3 z[z znwn)m%m,an)m] |

a1 any n=1 N n=1
N 14p
< oY S zlzwn ynmn,an)T] ,
a1 ay n=1
N T 1+p
< (M -1)f H ZP(O‘n) Z ZQ (7r) yn|$naan)l+p )
=1 n n J
nN a Yy T
< (M- 1)p H Zzp(an ZQ $n yn|$naan)l+p ,
=1 an n _
nN an Y ] 1 | e
< (M -1)f H ZZ ZP(an)mQ(wn)P(ynMnaan)m] )
=1 n n L <In
nN an Yy _w | .
< (M- 1)p H Z Z Z Q($n)P(ynaan|xn)m] .
n=1 an Yn L Tn
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En majorant (M — 1) par M et en remarquant que le terme & l'intérieur du produit est
indépendant de I’indice n, nous obtenons :

N

14p
Pen <2 (35 [z Q(w)P(y,awip]
a y T

Posons

14p
B @) = —logy [ T3 [z Q(x)P(y,a\m]

La probabilité d’erreur Pe,, s’écrit alors :

Pe,, < 2(=N(Fo(p,Q)—pE) (A.5)

Comme pour le canal gaussien, nous définissons E(R) 1'exposant de fiabilité par :

E(R) = [pax, max [Eo(p, Q) — pR]. (A.6)

Nous cherchons maintenant les valeurs de R pour lesquelles ’exposant E(R) est positif.

Le coefficient (Ey(p, Q) — pR) s’annule en p = 0; par conséquent, si la tangente a (Ey(p, Q) —
pR) en p = 0 est positive, alors maxo<,<1(Eo(p, Q) — pR) sera nécessairement positif.

Evaluons la dérivée partielle de (Ey(p, Q) — pR) par rapport & p, en p = 0. Aprés calculs nous
obtenons :

6E0(PaQ) _ P(y’ Oé|$)
o | " Z Z Z Q)P (y, ofo) logy ~p - .

p=0

Par définition, 'information mutuelle moyenne entre la variable aléatoire X et le couple de
variables aléatoires (Y, A) qui caractérisent respectivement ’entrée, la sortie et I’évanouissement
du canal & chaque instant et dont les réalisations sont z, y et «, est :

IV A) = 30 Y0 Py, oy T ).
a T ¥ ’

Par conséquent :

aE'O (pa Q)

=I1(X;Y,A).
o (XY, 4)

p=0

Par un raisonnement analogue & celui utilisé pour le canal gaussien, nous déduisons que E(R)
est positif si :

R < maxI(X;Y,A)
Q(x)
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L’évanouissement « étant parfaitement connu du récepteur, maxq,) I(X;Y, A) désigne la quan-
tité maximale d’information que ’on peut obtenir en connaissant Y et A. Il s’agit de la capacité
C du canal de Rayleigh.

Nous pouvons ainsi écrire le théoréme de codage suivant :

Théoréme A.0.1 (Théoréme de codage aléatoire pour le canal de Rayleigh idéal)

Considérons un canal de Rayleigh idéal caractérisé par les hypothéses énoncées au début de cette
annezxe.

Pour un taur d’émission 0 < R < C, ou C est la capacité du canal en bits/dimension, il existe
un code de longueur N tel que sa probabilité d’erreur soit arbitrairement petite lorsque N tend
vers linfini. Cette probabilité d’erreur peut étre majorée par une fonction de la forme :

Pe<2 NE(®)
ot E(R) est donné par :

14p

E(R) = Eo(p,Q) — pR= —1logy [ 33 |3 Q(a) P(y, alz) s ~pR. (AT
a oy T

E(R) est positif pour R < C.

Nous pouvons de méme démontrer la réciproque du théoréme de codage pour le canal de Rayleigh.

D’apres ce qui précéde, la capacité du canal de Rayleigh s’écrit :

C =maxI(X;Y,A).
Q(x)

I(X;Y,A) = I(X;Y)-I(X;Y|A)
I(X;Y|A)

car X et A sont des variables aléatoires indépendantes. Par conséquent, nous obtenons :

I(X;Y,A) =) I(X;Y*)P()
o
ol Y désigne la sortie du canal pour une valeur de ’évanouissement « fixée.

Lorsque I’évanouissement « n’est connu que du récepteur, la puissance en émission reste
constante quel que soit « (aucun controle de puissance n’est possible). Le canal de Rayleigh &
chaque instant est alors équivalent & un canal AWGN dont le bruit est de variance %. Ainsi, la
distribution Q(z) maximisant I'information mutuelle pour le canal gaussien maximise également
I’information mutuelle pour le canal de Rayleigh, lorsque a est fixé. Cette distribution est, par
ailleurs, la méme pour chaque évanouissement, puisqu’elle ne dépend que de la puissance en

émission. Par conséquent,
C = max ) I(X;Y%)P(a)
Q) =

= za: (Iga;;f(x;ya)) P(a)

oit Cawen (@) = maxg) I(X;Y?) est la capacité d’'un canal AWGN de variance %
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Annexe B

Treillis des codes en blocs

Nous avons présenté au chapitre 2 la construction du treillis d’'un code en blocs linéaire
proposée par Bahl et al. [2]. D’autres constructions sont possibles menant également au treillis
minimal d'un code donné. Nous détaillons ici trois de ces constructions en nous inspirant de [81].

Soit C' un code en blocs linéaire de longueur n et de dimension k. Son treillis minimal est
noté T = (V,E, A) ou :
— V est I'ensemble des sommets de T : V = VU Vi U...UV,, ou V; est 'ensemble des
sommets (ou états) a l'instant ¢,

— E est I’'ensemble des branches du treillis : £ = EqgU Fy U ... U E,,
— A est ’alphabet des étiquettes sur les branches : A = AgUA1U...UA,, avec A; = GF(q), Vt.

B.1 Construction de Massey|[59]

Afin d’expliquer la construction introduite par Massey, plusieurs définitions sont au préalable
nécessaires.

Définition B.1.1 Soit un vecteur non nul x = (21, %2,... ,Zy) sur GF(q) ; L(x) est le plus petit
entier i tel que z; # 0. L(x) est appelé l'indice inférieur de x.

Définition B.1.2 Soit M = (z;;) une matrice de dimension k x n sur GF(q).

M est une matrice échelon si ses lignes x1,Xa2,... ,Xx sont telles que L(x1) < L(x2) < ... <
L(xy) et siles k colonnes trouvées aux positions L(x1),...,L(xx) dans M sont de poids 1. Alors
si j = L(x;), zi; est la seule valeur non nulle dans la j-iéme colonne de M.

Soit G la matrice génératrice d’un code linéaire C'. G est supposée étre une matrice échelon,
et les indices inférieurs sont appelés y1,72,.-. , k- Les k positions correspondant & ces k indices
forment un ensemble d’information de C'; par conséquent, si (c1,co, ... ,¢n) = (u1,u2, ... ,ur)G,
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(Cyry--nrCy) = (u1,... ,ux) peut étre appelé vecteur des symboles d’information tandis que les
n — k autres symboles sont les symboles de parité.

Le treillis de Massey est construit en identifiant les sommets de V; aux symboles de parité non
observés a 'instant ¢ et évalués & partir des symboles d’information déja observés & cet instant,
en supposant que tous les autres symboles d’information sont nuls. Si m est le plus grand entier
tel que 7, < 1, alors :

A
Vi = {(¢it1,Cit2y--- ,Cn) tel que (c1,co,... ,¢q) = (U1, u2y .. ,Um,0,0,...,0)G} (B.1)
et
Vo={0} V,=/{e},

ol € représente la chaine nulle. Les branches de T' sont définies par :
— 814 > 7, : une branche e € F; entre v € V;_; et v’ € V; existe si et seulement si un mot de

code (c1,co,...,c,) € C existe tel que :
(CiyCit1y-vn yCn) =0,
et
_ 0
(Ci+laci+27 s ,Cn) =vU.

L’étiquette de e est alors ¢;. Dans ce cas, seulement une branche part de chaque sommet v

de V;,L
— 8i 4 = 7,, : une branche e € E; entre v € V;_1 et v/ € V; existe si et seulement si deux mots
de code de C, ¢ = (c1,¢a,... ,¢,) et ¢’ = (c],ch, ... ,c,), existent tels que :
(Ciy Cig1y--- yCn) =0,
' ' I ot
(Ci+1,ci+2,... ,C,n) =v.

Alors, soit ¢ = ¢/, soit B(c’ — ¢) est égal a la m-iéme ligne de G pour tout 8 non nul de
GF(q). L’étiquette de e est ¢ et dans ce cas chaque sommet v € V;_; a un degré égal a g,
i.e., g branches partent de chaque sommet v.

Exemple 3

Considérons le méme code que celui proposé au chapitre 2. La matrice G est choisie sous la
forme d’une matrice échelon ( des opérations linéaires sur les lignes de la matrice G permettent
de l’écrire sous cette forme) :

G =

OO =
_ o O
— O
—_ O

0
1
0

O = =

0
1
0

Les indices inférieurs sont y1 = 1, 7o = 2 et y3 = 5. Ces indices donnent les instants auzrquels
deuz branches partent de chaque état (ces deux branches correspondent auz deuzr symboles d’in-
formation possibles 0 et 1). Les sommets sont donnés par : Vo = {0} V7 = {¢},
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010011 . | /
Vl_(o 0 0 0O 0>:>15"me013 d’information observé (7).
V2_01011’V3_0000VZ*_<0()O>

00000 L0011

= 2 symboles d’information observés (1 et y2).

11 1

= 3 symboles d’information observés (yi, 2 et v3).

Le treillis correspondant est représenté sur la figure B.1. Les sommets manquant sont obtenus

par combinaison linéaire des sommets donnés par V; & chaque instant i. Ce treillis est isomorphe
au treillis BCJR.

71 72 73
0 0 000000 0 00000 0 0000 000 00 0 €

0 1011 1 0011 gq

F1a. B.1 — Construction de Massey.

B.2 Construction de Forney [36]

Soient P; et F; deux versions raccourcies du code C & l'instant 4 :

- P, = {(c1,¢2,...,¢)  (c1,625-+ ,Ciy Cig1,y--- ,Cn) € C pour cip1 = ... = ¢y = 0} :
sous-code passé de C' a l'instant 7,
- F; = {(¢it1,¢i42,--- ,¢n) & (c1,62,--+ ,CiyCig1,... ,¢q) € C pour ¢g = ... = ¢ = 0} :

sous-code futur de C' a l'instant 1,
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avec P, = Fy = C, Py = F,, = {0} et P;® F; un sous-code linéaire de C. L’ensemble des sommets
V; du treillis T' & l'instant ¢ est défini par :

A .
Vi=C/(P; e F) Vi=0,...,n, (B.2)
et Vo=V, =C.
Une branche e € E; existe entre v € V;_; et v € V; si et seulement si un mot de code ¢ =
(c1,¢2,-.. ,¢q) € C existe tel que ¢ € v Nv'. L'étiquette de cette branche e est ¢;.
Exemple 4

On consideére toujours le méme code C ; sa matrice génératrice est donnée par :

1010011
G=|1 0111000
0000111

Les sous-codes passés et futurs de C' sont définis a chaque instant i par :
Py=P, =P, =P; ={0},

P, ={0,0111},

P; ={0,01110,10101, 11011},

P; = {0,011100,101010,110110},

P =C.

Fy=C,

F; = {0,111000,000111, 111111},
F, = {0,00111},

F3 = {0,0111},

F, = {0,111},

F; = Fy = F; = {0}.

Par conséquent, les sommes directes P; @ F; pour i =0,... ,n, sont :

Py Fy = C,

P, @ F, = {0,0111000,0000111,0111111},

P, ® F» = {0,0000111},

P; @ F3 = {0,0000111},

P, ® F, = {0,0111000,0000111,0111111},

Ps @ F5 = {0,0111000,1010100,1101100},

Ps ® Fs = {0,0111000,1010100,1101100},

P,oF;,=C.

Ceci donne la structure du treillis & chaque instant. L’ensemble des sommets peut en effet étre
déduit sachant que V; représente les sous-ensembles modulo P; & F;. Notons tout d’abord que :

Vi=Vy, Vo=V, Va=Vs.
De plus,

Vi = Vi = {(0,0111000,0000111,0111111), (1010100, 1101100, 1010011, 1101011)},
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Vs = V3 = {(0,0000111), (0111000, 0111111), (1010100, 1010011), (1101011, 1101100)},

Vs = Vg = {(0,0111000, 1010100, 1101100), (0000111,0111111, 1010011, 1101011)}.

Les sommets sont caractérisés sur le treillis par un représentant de chaque coset; par conven-
tion, le premier vecteur de chaque coset est choisi comme représentant. Le treillis résultant est
dessiné sur la figure B.2. Ce treillis est isomorphe aux treillis de Massey et au treillis BCJR bien

Fi1G. B.2 — Construction de Forney.

que les sommets et les branches n’aient pas la méme signification.

B.3 Construction de Kschischang et Sorokine [51]

La construction de Kschischang et Sorokine permet de spécifier une catégorie de treillis non
isomorphes pour le code C'; seul I'un de ces treillis est minimal. Le code C peut étre représenté
comme la somme de sous-codes élémentaires, et le treillis de C' est alors construit & partir du
produit des treillis minimaux de chacun des sous-codes élémentaires.

B.3.1 Produit de treillis

Définition B.3.1 (Produit de deux treillis)
Soient T' = (V! E', A") et T*(V*, E*, A*) deuz treillis de longueur n. Le produit des treillis T"
et T*, noté T =T" x T*, a la propriété suivante :

C = CO(T') + O(T*) 2 {c/ + ¢*, ¢’ € O(T") et ¢* € C(T*)}. (B.3)

ou C(T") et C(T*) sont deuzr sous-codes de C de treillis respectifs T' et T*.
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L’ensemble des sommets de T =T" x T*, & 'instant i, est le produit cartésien :
A
Vi=V! x V= {(,v*):v € V' et v* € V*}. (B.4)

Une branche e € E; existe entre (v}, v}) € Vi_1 et (vh,v}) € V; si et seulement si (v],vh,a’) est
une branche de E; pour a' € A et (v}, v5,a*) est une branche de E} pour a* € A. L’étiquette de
cette branche est a(e) = a’ + a*. L’ensemble des étiquettes de T' a l'instant 7 est donné par le
produit cartésien :

B £ {((v},v%), (vh,v3), 0’ + a*) : (v}, vh,a') € B} et (v}, 05, a*) € B}, (B.5)

Notons que T n’est pas toujours le treillis minimal de C, méme si T" et T™* sont deux treillis
minimaux de C' et C*. Ceci est illustré sur la figure B.3. Le nombre de sommets (respectivement
le nombre de branches) de T' & 'instant i est le produit du nombre de sommets (respectivement
du nombre de branches) de T” par le nombre de sommets (respectivement le nombre de branches)
de T™*.

0 a 0 ¢ 0
1 1
b 1 d
0 w o Y 0
1 1
X 0 z

F1a. B.3 — Deux treillis et leur produit.

Soit G la matrice génératrice de C. Les lignes de G sont notées x1,xXa,... ,Xx et appelées
générateurs. Elles forment une base de C'; chaque ligne génére un sous-code de C noté < x; >
de dimension 1. Alors :

C=<x1>4+<x3>+...+ <x¢>.

Si T1,To, ..., Ty sont les treillis respectifs de < x1 >, < x2 >,...,< Xk >, alors leur produit
donne un treillis de C. Soit Tk, le treillis minimal de < x; >. On définit :

A
T =Tg XTx, X ... X Ty,

comme le treillis de Kschischang-Sorokine de C fondé sur la matrice génératrice G. Le treillis Tg
n’est pas toujours minimal mais un choix judicieux de x3,Xs2,... , Xk peut le rendre ainsi.

Considérons maintenant la structure du treillis Ty de < x >.
Soit ¢ = (c1,¢2,. .. ,¢,) un mot de code non nul de C. Par analogie avec I'indice inférieur de c,
I'indice supérieur de ¢ est défini comme ’entier 7 le plus grand tel que ¢; # 0, et est noté R(c).
Nous avons alors la définition suivante :
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Définition B.3.2 (Span d’un mot de code)
Le span d’un mot de code non nul de C, noté [c], est lintervalle non vide :

[c] £ [L(c), R(c)] C {1,2,... ,n).

c commence en L(c), finit en R(c) et est actif sur l'intervalle [L(c), R(c) — 1].

Nous pouvons remarquer que :
— Le span d’un vecteur nul est 'intervalle vide par convention.
— Si L(c) = R(c) alors le poids de ¢ égal a 1 et ¢ n’est jamais actif.

Nous appelons durée d’activité de ¢, notée s(c), les différents instants pendant lesquels ¢ est
actif. Elle est donnée par s(¢) = R(c) — L(c).
La figure B.4 représente le treillis minimal Tx d’un code binaire <x> de span [a, b].

v 1 a2 a1l a atl b-2 b-1 D D+L n-2 n-1 n remps
! i | i = . : ! e

+ - —

0 0 0 o__ 0 0 0. 0 0
1< ;1
Tp—-1

Tg+1

Fi1c. B.4 — Treillis minimal de < x >.

Cette structure permet de compter aisément le nombre de sommets du treillis de Kschischang-
Sorokine. En fait, le nombre de sommets a I'instant ¢ dans le treillis T = (V, E, GF(q)) est ¢,
ou s; est le nombre de générateurs actifs de G & l'instant ¢. Si I’'on définit le span total par :

o = s(x1) + s(x2) + ... + s(xx),

alors, pour minimiser le nombre de sommets du treillis il faut considérer une base (x1,... ,Xk)
ayant un span total le plus petit possible.

Définition B.3.3 (Matrice génératrice a span minimal)
Une matrice génératrice G d’un code linéaire en blocs C(n,k) a un span minimal si le span total
de G est le plus petit possible, c’est-a-dire :

s(x1) +s(x2) +...+s(xk) = min  s(x}) + s(xbh) + ...+ s(x}),

' ! !
X7 X550 5 X

0l X1,X2,...,Xx est l’ensemble des lignes de G. Le minimum est pris sur les (¢" — 1)(¢" —
q)...(g" — ¢* 1) bases x},xh, ... ,x} de C.
De maniére intuitive, si les durées d’activité de xj,xa2,...,xx sont faibles, chaque ligne de la

matrice génératrice sera active sur un petit intervalle, et contribuera faiblement aux nombre de
sommets du treillis.

Théoréme B.3.1 Le treillis proposé par Kschischang-Sorokine, Tq, fondé sur la matrice géné-
ratrice G est le treillis minimal de C si et seulement si G a un span minimal.
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B.3.2 Comment générer une matrice G a4 span minimal pour un code li-
néaire ?

Théoréme B.3.2 Une matrice génératrice est a span minimal si et seulement si elle ne contient
aucune ligne commencgant ou finissant dans la méme position.

Par conséquent, la conversion de n’importe quel ensemble de générateurs xj,Xa,... ,XK €n un
ensemble & span minimal peut étre fait grace a 1’algorithme suivant :

Tant qu'il existe x;j,x; tels que L(x;) = L(x;) ou R(x;) = R(x;) faire :
{
si [x;] C [x;] alors x; := X; + X;j
sinon Xj := X;j + X;

}

Cet algorithme se termine dans les premiéres kn itérations car le span total diminue & chaque
étape. En fait, Kschischang et Sorokine ont montré que l’algorithme est en o(k?) itérations.

Exemple 5
Pour illustrer cette construction, nous considérons toujours le méme exemple. Soit Gy la matrice
échelon suivante :

10100
Gi=|01110
00001

[ e I Y

1
0
1

Le treillis correspondant T, est donné sur la figure B.5. Cependant, G n’est pas & span minimal

0 0 0 0 0 0 0
P
1\ ;1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
—P
1
0 0 0 0 0 0 0
-—

0 0
1 1

1

Fia. B.5 — Treillis T .

car X1 et xg se terminent au méme instant i = 7. Comme [x3] C [x1], x1 est remplacée par
x1 + x3. Ceci donne la matrice suivante :

10101
Go=101110
0 00 01

_ o O
—_ o O
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Les spans de x1, X et xg sont respectivement [1,5], [2,4] et [5,7]. Le treillis correspondant
Ta, est ilustré sur la figure B.6. Ce treillis est isomorphe aux treillis obtenus par les autres

FiG. B.6 — Treillis Tio.

constructions.



180 B. TREILLIS DES CODES EN BLOCS




181

Annexe C

Calcul des polynémes énumérateurs de
poids conditionnels d’un code convolutif

Nous proposons dans cette annexe de calculer les polynémes énumérateurs de poids d’un
code convolutif en nous inspirant de [8] et [27]. Pour simplifier notre présentation, nous nous
placons dans le cas d’'un code convolutif C non récursif non systématique de rendement r = %
et de polynomes générateurs (7,5). Une représentation du codeur de ce code est donnée sur la
figure C.1(a). Nous nous intéressons a une fenétre du treillis de longueur W = 2w + 1 branches.
Nous ne spécifions ni 1’état initial ni I’état final du codeur, la fenétre étant choisie au milieu d’un

treillis de taille infinie.

- dl
/10
> d2
(a) Codeur convolutif (b) Diagramme d’états

Fi1a. C.1 — Code convolutif non récursif non systématique de rendement r = % et de polynémes
générateurs (7,5)

Pour construire la matrice de transfert 7' du code C, nous considérons son diagramme d’états.
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Celui-ci décrit les transitions T} entre les états du code, chaque transition étant étiquetée par
le bit d’entrée i et les deux bits de sortie d; do (notée i/didy). Le diagramme d’états du code
C est représenté sur la figure C.1(b). Lorsqu’une transition existe entre 1’état j et I’état k dans
le treillis, nous remplissons la case T}, dans la matrice de transfert 7' en indiquant le poids de
I’entrée et celui de la sortie sous la forme LT inl DgQ. Pour le code C' par exemple, nous obtenons
la matrice suivante :

L 0 LIDD, 0
LDiDy 0 LI 0

0 LD, 0 LID,

0 LDy 0 LID,

T —

Pour évaluer les polynémes énumérateurs de poids conditionnels d’un code convolutif par
rapport & I'un des bits de la fenétre du treillis observée, il faut fixer la valeur de ce bit. Selon
si ce bit est en position d; ou da, et est égal & 0 ou & 1, nous obtenons 4 nouvelles matrices de
transition, construites en fixant la valeur du bit et en supprimant les transitions ou il n’a pas
cette valeur :

L 0 0 0 0 0 LID:Dy 0
o |0 0 LI 0 o _ | LDiDy 0 0 0
d1=0 0 0 0 LIDy |’ ®=t 0 LD, 0 0 ’
|0 LD, 0 0 | |0 0 0 LID; |
'L 0 0 0 [0 0 LIDiDy 0 ]
o |0 0 LI 0 7 _ | IDiD2 0 0 0
d2=0 0 LD; 0 0 1 Hd2=1 0 0 0 LID,
|0 0 0 LID | | 0 LD, 0 0

Nous nous intéressons 3 une fenétre de W branches du code. Le coefficient de la ligne j et de
la colonne k du code de la matrice T" obtenue en élevant la matrice 7" & la puissance W est de
la forme :

w W W
Aj(L,1,D1,D0) = LYY "> N " I'DE D Ay (i, dy, dy) -
1=0 d1=0d>=0

En posant L =1 =1 et D; = Do, on obtient :

Ajp(D) =Y D44 (d)
d=0
ot Aji(d) est le nombre de mots de code de longueur W, de poids d, partant de 'é¢tat j et
arrivant a l'état k. Le nombre total de mots de code de longueur w, de poids d, partant d’un
état quelconque et arrivant & un état quelconque, est :

A(d) =D Apld) .
7k

Pour obtenir le nombre de mots de code Ag4,—1 de longueur W tels que le bit d; de la branche
se trouvant au milieu de la fenétre soit égal & 1, nous considérons la matrice T%Ty,—1T" et
procédons de méme que précédemment pour obtenir A(d).
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