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Résumé

Les applications récentes et futures du domaine des télécommunications requiérent toujours
plus de bande passante et les débits binaires sont de 'ordre de quelques centaines & quelques
milliers de kbits/s. L’acces a de tels services doit étre possible depuis un nombre grandissant de
réseaux. C’est pourquoi un usage encore plus efficace des ressources est nécessaire.

La mise en ceuvre ou non de mécanismes de récupération de la phase permet de distinguer
la détection cohérente de la détection non cohérente; cette derniére se comporte trés bien face
aux conditions de transmission difficiles et permet la réalisation de terminaux robustes et peu
cotiteux. Les modulations non cohérentes classiques (Q-FSK, OOK, et leurs variantes) souffrent
de leur faible efficacité spectrale, mais celle-ci peut étre augmentée a ’aide de signaux multidi-
mensionnels & composantes corrélées alors que tout ou partie de la dégradation des performances
est compensée.

Ces travaux mettent l'accent sur des modulations & haute efficacité spectrale pour les trans-
missions non cohérentes. Nous cherchons et étudions des méthodes de construction d’alphabets
non triviaux pour les canaux gaussien et de Rayleigh. Les alphabets multidimensionnels obte-
nus sont construits & partir de signaux corrélés — signaux d’une modulation FSK ou séquences
d’étalement. Trois constructions sont fondées sur les signaux FSK : les réseaux de fréquences
dont I'étude repose sur la théorie des réseaux de points, les alphabets codés par une TCM et
les BICM pour lesquelles une détection itérative combinée & un décodage souple conduit aux
meilleurs résultats. Si des alphabets plus grands sont nécessaires, nous suggérons 1’emploi de sé-
quences d’étalement complexes corrélées qui permettent de s’affranchir de toute limite théorique
d’efficacité spectrale — hormis la capacité du canal cohérent — et d’approcher par des systémes
de transmission avec détection non cohérente, les performances de la détection cohérente.
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Abstract

The rapid expansion in the telecommunications field brings about the evolution of needs.
Future applications require more and more bandwidth and transmitted signals exhibit bit rates
between several hundred and several thousand kbits/s. Moreover, access to such services should
be possible from any type of network. Therefore, transmission resources should be carefully used.

Transmitted signals suffer from several distorsions. When no reliable phase estimation is
possible to perform, the detection is called non coherent detection. Its main benefits are the ro-
bustness, the lower cost and the relative simplicity of the receiver. Though classical non coherent
modulations (FSK modulation, OOK, and derived versions) suffer from their poor spectral effi-
ciency, the use of multidimensional signals with correlated components is a good way to increase
the spectral efficiency while compensating for the performance degradation.

This Ph.D. thesis deals with high spectral efficiency modulations for non coherent detection.
We propose to search and study new methods for the design of non trivial alphabets for both
Gaussian and Rayleigh fading channels. Multidimensional constellations based on correlated
signals — either FSK signals or spreading sequences — are considered. Three constructions based
on FSK signals are proposed : frequency space lattices that can be analysed using lattice sphere
packing theory, TCM encoded alphabets and BICM for which iterative detection combined to soft
decoding yields the best results. Moreover, when applications require larger sets, we suggest to
use correlated complex spreading sequences. With such nonorthogonal sets, an increase of either
the alphabet size or the sequence length always leads to higher spectral efficiency, only limited by
the coherent channel capacity. The use of correlated signal sets reduces the gap between coherent
and non coherent detection.
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Introduction

L’essor du domaine des télécommunications depuis plusieurs années géneére continuellement
de nouveaux besoins. Les applications récentes et futures — les systémes d’acces radio aux réseaux
ATM (Asynchronous Transfert Mode), les réseaux cellulaires multimédia ou les réseaux sans fil
en environnement intérieur (indoor) et extérieur proche (outdoor) par exemple — se doivent
d’étre fiables et capables de faire transiter rapidement des volumes importants de données. Elles
nécessitent donc une utilisation de plus en plus efficace des ressources disponibles. Les débits
binaires des signaux émis sont de 'ordre de quelques centaines & quelques milliers de kbits/s —
150 kbits/s pour le GPRS (General Packet Radio Service), 384 kbits/s pour EDGE (Enhanced
Data rates for GSM Evolution) et 2 Mbits/s pour 'UMTS (Universal Mobile Telecommunications
System) —. A titre de comparaison, le débit binaire de la norme GSM (Global System for Mobile
communications) actuellement utilisée est de 9.6 kbits/s.

Au cours d’une transmission, le signal subit des distorsions : déphasages, atténuations dues
aux évanouissements, bruit additif, etc. Lorsque des mécanismes de récupération de la phase,
d’estimation de canal ou d’égalisation sont mis en ceuvre pour combattre notamment l'interfé-
rence entre symboles ou ’effet Doppler, la détection est dite cohérente et toutes les modulations
numeériques (de phase, d’amplitude ou de fréquence) sont alors envisageables. En contrepartie, le
récepteur peut souffrir d’une trop grande complexité ou se révéler peu robuste aux distorsions. En
revanche, si aucun mécanisme de récupération de la phase n’est utilisé, la détection est dite non
cohérente. Le récepteur ne sera pas en mesure de distinguer une phase aléatoire introduite par le
canal d’une phase aléatoire qui provient de ’émetteur. Cette technique, particuliérement robuste
face aux conditions difficiles des canaux de transmission, conditionne cependant le choix de la
modulation. En effet, hormis 'adaptation de schémas classiques — la D-PSK (Differential Phase
Shift Keying) par exemple — ou 'usage des modulations & phase continue (CPM, Continuous
Phase Modulation), il existe deux familles de modulations dites non cohérentes : la modulation
par tout ou rien (OOK, On-Off Keying) et les signaux orthogonaux, parmi lesquels les modula-
tions de fréquence FSK (Frequency Shift Keying). Bien que trés faciles a utiliser, elles présentent
le lourd défaut d’étre peu efficaces spectralement.

L’ampleur des débits toujours plus importants peut devenir un obstacle a la réalisation de
systémes & détection cohérente. En particulier, les méthodes d’égalisation ou d’estimation de
canal sont d’une complexité prohibitive.

Les travaux abordés dans ce document mettent ’accent sur des techniques de transmission
avec détection non cohérente et plus particuliérement sur des modulations & haute efficacité
spectrale. En pratique, elles ont pour avantage de conduire & une simplicité relative du récepteur
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qui autorise la réalisation de terminaux a la fois robustes et peu cotteux.

Il a été montré que l'efficacité spectrale des modulations non cohérentes peut étre considé-
rablement augmentée a 1’aide de signaux multidimensionnels & composantes corrélées [7]. Cette
augmentation de U'efficacité spectrale n’est pas obtenue au détriment des performances. Les ré-
sultats présentés dans [7] se basent sur le calcul de la probabilité d’erreur par paire de ce type
de modulations sur un canal de Rayleigh & évanouissements indépendants. Cependant, aucune
méthode de conception d’alphabets n’a été proposée. Ainsi, la recherche et ’étude d’alphabets de
signaux corrélés non triviaux tant sur canal gaussien que sur canal de Rayleigh sont ici envisagées.

Le premier chapitre de ce document traite des performances optimales au sens du critére du
maximum de vraisemblance (ML, Maximum Likelihood) des modulations FSK. Les principaux
éléments nécessaires & leur étude sont rappelés. Suit une modélisation des signaux multidimen-
sionnels & composantes corrélées. La structure du détecteur non cohérent multidimensionnel op-
timal, ainsi que les expressions des probabilités d’erreur par paire sont établies pour les canaux
gaussiens et de Rayleigh. Afin d’obtenir une méthode rigoureuse de conception de constella-
tions multidimensionnelles, nous proposons d’associer les modulations FSK classiques a diverses
techniques de codage. Une étude de la capacité compléte enfin ces premiers résultats.

Le second chapitre est consacré aux techniques de codage & forte latence. En particulier, les
modulations codées en treillis (TCM, Trellis Coded Modulation) [15] et les réseaux de points
[26], assimilables & des modulations codées en blocs, sont envisagés. En effet, les constellations
multidimensionnelles dérivées de telles méthodes de codage ont toujours fait partie des candidates
pertinentes pour une transmission sur les canaux a bruit additif blanc gaussien. La grande densité
des réseaux est notamment un parameétre critique affectant les performances du systéme. Nous
proposons un décodage sous-optimal qui associe une démodulation cohérente fondée sur le calcul
de probabilités a posteriori (APP, A Posteriori Probability) et un décodage a entrée souple des
modulations codées. Par ailleurs, nous montrons que la densité du réseau influence également les
performances lorsque la détection est non cohérente.

A titre de comparaison, des techniques de codage a forte latence sont utilisées dans le chapitre
3. Les modulations FSK sont codées par un code convolutif ou un turbo code paralléle [14]. Une
méthode de détection itérative combinée & un décodage APP est proposée. Elle conduit a de
meilleurs résultats qu’un décodage APP simple et se révéle particuliérement adaptée au décodage
des modulations codées avec entrelacement de bits (BICM, Bit Interleaved Coded Modulation)
ainsi congues.

Finalement, nous choisissons dans le chapitre 4 de ne pas nous restreindre & des modulations
sous-jacentes de type FSK. Pour cela, nous construisons des familles de séquences d’étalement
complexes corrélées. Une étude précise de la capacité montre que sur canal gaussien ou sur canal
de Rayleigh & évanouissements par blocs, ['utilisation de tels alphabets permet de tendre, avec
un systéme non cohérent, vers les performances obtenues en détection cohérente.

Les résultats importants établis au cours de cette étude et les perspectives de travaux futurs
sont rassemblés dans le dernier chapitre.



Chapitre 1

Performances optimales ML des
modulations ()-FSK *

La détection non cohérente est en général utilisée pour faire face a des conditions de trans-
mission difficiles pour lesquelles une récupération de la phase s’avére complexe et cotiiteuse. Le
choix de ce type de détection, qui consiste & ne s’intéresser qu’au module du signal recu, conduit
par conséquent & l'utilisation exclusive de modulations numériques pour lesquelles aucune infor-
mation utile n’est transmise sur la phase du signal modulant.

Les familles de modulations numériques qui répondent & ce critére sont au nombre de deux :
la modulation OOK et les signaux orthogonaux. Ces modulations non cohérentes sont trés faciles
A mettre en ceuvre mais leur principal défaut réside dans leur faible efficacité spectrale.

La premiére partie de ce chapitre est consacrée a 1’étude des modulations de fréquence Q-
FSK, cas particulier des signaux orthogonaux, sur canal a bruit additif blanc gaussien (AWGN,
Additive White Gaussian Noise) et sur canal de Rayleigh. Ainsi, nous rappelons leur principe de
construction, la structure du détecteur optimal selon le critére du maximum de vraisemblance et
leurs performances.

Puis nous nous intéressons a la construction de constellations multidimensionnelles & com-
posantes corrélées, initialement proposées par [7|. Ces derniéres sont caractérisées par des com-
posantes de méme amplitude et corrélées; en effet, ’espacement fréquentiel des porteuses est
inférieur & celui qui garantit 'orthogonalité. Nous donnons la structure du détecteur optimal et
les expressions des probabilités d’erreur par paire pour les deux types de canaux envisagés.

Enfin, nous proposons une étude de la capacité du canal gaussien et de Rayleigh avec détection
non cohérente lorsque de tels signaux sont utilisés.

*Une partie de ce chapitre a été présentée au 2000 International Symposium on Information Theory, Sorrento,
Italie, juin 2000.
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1.1 Modulation de fréquence Q)-FSK

1.1.1 Principe de la modulation

On note (by,bs,...) la séquence de bits d’information en entrée du canal de transmission.
La modulation, qui est non linéaire et sans mémoire, est constituée d’un alphabet de Q = 2F
signaux, {so(t),...,sg-1(t)}. En bande de base, le signal s,(t) d’énergie 2E et de durée T' s’écrit

2F
sq(t):\/?eﬂ”fqt g=0,...,0—-1 0<t<T

La fréquence f, prend () valeurs possibles uniformément espacées de A fy, I’espacement fréquentiel
¢lémentaire de la modulation FSK. De maniére équivalente, on aura f;, = ¢ X Afy ou ¢ €
{0,...,Q—1}, oubien f, = p,x % ol p, est un entier choisi dans ’ensemble {+1,...,+£(Q—1)}.
Chaque groupe de k = logy(Q) bits de la séquence (b, bo,...) sélectionne une fréquence parmi
les @) possibles, sur laquelle ’émission a lieu.

On définit p; ¢ le coefficient d’intercorrélation (ou corrélation) entre les signaux i et £ de la
modulation par

T 28 T
pia = [ sittsioie =27 [ ooty (1.1)
0 T Jo
Avec la convention f, = ¢ X Afy, on obtient I’expression suivante pour p; ¢

sin(n(i — OAT) | jn(i-e)asor

0= 2F
Hit TR = OA ST

La partie réelle et le module de p; ¢ sont donnés par

Re(pig) = 2E x x cos(m(i — ) A foT)

= 2F 1.2
* Tonl — OAfoT (12)
et
sin(m(i — £)AfoT)
= 2E : 1.3
i % (i — ) AfoT (13)
Grace & lexpression (1.2), nous observons tout d’abord que Re(u;r) = 0 quand Afy = 5= et

i # . Puisque la condition |i—¢| = 1 est vérifiée pour des signaux adjacents, A fy = % représente

I’espacement fréquentiel minimal qui garantit ’orthogonalité des signaux.

Par ailleurs, on remarquera que Re(fu;e) est nulle pour Afy multiple de % alors que |u; ¢l
I’est pour A fy multiple de % Si la détection est cohérente, les signaux seront par conséquent
orthogonaux avec un écart fréquentiel minimum de %, alors que si la détection est non cohérente,

un écart fréquentiel minimum de % sera nécessaire.
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1.1.2 Détection non cohérente optimale & maximum de vraisemblance

En supposant que le signal s,(t) a été émis, on regoit
r(t) = ael sq(t) + b(t)

oil b(t) est un bruit additif blanc gaussien complexe de moyenne nulle et de variance o2 par
composante réelle; a est le gain du canal, et ¢, une phase aléatoire uniformément répartie sur
[0,27]. Pour le canal gaussien, « est une constante. Pour le canal & évanouissements, « suit une
loi de Rayleigh; p(a) = 2ae " et E[a?] = 1.

Nous recherchons le détecteur non cohérent optimal, c’est-a-dire celui capable de fournir, &
partir de la seule observation du signal re¢u r(¢), une décision quant au signal émis qui maximise
la probabilité de décision correcte. On note P(s4|r) la probabilité a posteriori du signal s,(t) et
p(r|sq) la vraisemblance. Ces deux quantités sont reliées par la loi de Bayes [57]

p(rlse) P(sq) (1.4)

P(sglr) = P

ot les P(sq) sont les probabilités a priori des signaux sq(t) et p(r) la densité de probabilité de
Pobservation 7(t).

Si une décision est prise en faveur du signal qui correspond a la plus grande probabilité a
posteriori P(sq|r), on parle de détection maximum a posteriori (MAP, Maximum A Posteriori).
Si le signal choisi maximise p(r|s,), il s’agit d'une détection & maximum de vraisemblance. Nous
considérons ici le cas de signaux équiprobables, c’est-a-dire P(sq) = % pour g =0,...,Q — 1;
par conséquent, les deux critéres de détection sont parfaitement équivalents.

Détecteur optimal sur le canal gaussien

La structure du détecteur optimal sur canal gaussien est connue : nous rappelons dans I’An-
nexe 1.I de ce chapitre les résultats de [56], Annexe 4.C. Le critére de détection non cohérente
optimal est donné par

/OTr(t)s;‘(t)dt‘ (1.5)

L’équation (1.5) fournit la structure du détecteur non cohérent optimal ML sur canal gaussien.
Il consiste en un banc de @ filtres adaptés a chacune des fréquences de la modulation Q-FSK.
Chaque filtre est suivi d’un détecteur d’enveloppe qui justifie I’appellation de détection non
cohérente. On choisit ensuite le signal correspondant & I’enveloppe maximale.

Détecteur optimal sur le canal de Rayleigh

La structure du détecteur non cohérent optimal sur canal de Rayleigh est également connue.
La démonstration est similaire & celle effectuée pour le canal gaussien. Remarquons que 1’équation
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(1.57) de ’Annexe 1.I fournit une expression de la densité de probabilité du vecteur rx condi-
tionnellement au signal ¢ et & une valeur fixée de I’évanouissement «. Nous la notons p(rx|q, @).
La loi de « est connue, alors,

o
p(rxlg) = /0 p(rilg, e)p(a)da
T oro? o Il
p(rxlq) = H 2mo” | exp | — Z Y
k=1 k=1
00 K 2 K r.8*
x/ 2acexp (—a2 1+ Z |82q;c2| ]) Iy (a Z % ) do (1.6)
0 k=1 k=1

Tk et sqr sont les kiéme composantes des développements de Karhunen-Loéve de 7(t) et s,4(t)
respectivement.

L’intégrale ci-dessus est connue et donnée par

/Oooxexp(—a%?)fo(bx)dx _ iexp(1’2> (1.7)

2q2 4q2

Notons qu’une expression plus générale de cette intégrale est donnée dans [41] :

14
x r(4Y) (2) 2 - 2
I (e PP gt = 2 T \P) > (Y Py -

En considérant u = 2, v = 0 et en remarquant que 1F;(0,1;z) = 1, on obtient (1.7).
En combinant (1.7) et (1.6), on trouve

K 7'('0'2
p(rklg) = (Hk:12 |sq,k)|2 exp (‘i

K
L+ 202 k=1

|ri|?
e (1.8)

K rks;,k 2
) D k1 53
exp
K 2‘sq,lc|2
4+Zk:1 P

On proceéde ensuite de la méme maniére que pour le canal gaussien en substituant (1.8)
a (1.57) (Annexe 1.I). En supposant toujours que le bruit additif est blanc gaussien et que les
signaux sont équiprobables et de méme énergie, les nouvelles expressions des variables de décision
sont

T sa(t)gy t)ae]

L, =
¢~ Py TN + B

qg=0,...,Q -1

La fonction exponentielle étant monotone croissante sur [0, +oo, le critére de détection optimal
est le suivant

(1.9)

On retrouve la structure classique et connue en détection cohérente du détecteur d’enveloppe.
La mise en ceuvre pratique est similaire au cas du canal gaussien.
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1.1.3 Expression de la probabilité d’erreur

Nous venons de voir que le détecteur non cohérent optimal dans le cas de la transmission de
signaux (J-aires, c’est-a-dire d’'une modulation Q-FSK, est constitué d’un banc de filtres adaptés
suivi d’un détecteur d’enveloppe ; ce résultat est valable pour les canaux gaussien et de Rayleigh.
Aucune hypothése particuliére quant & 'orthogonalité des signaux n’a été émise : le détecteur
est le méme que les signaux soient corrélés (Afy < £) ou non (Afy = 7).

Nous rappelons maintenant les expressions de la probabilité d’erreur d’une modulation Q-
FSK selon que les signaux sont orthogonaux ou non sur canal gaussien et sur canal de Rayleigh.

Signaux orthogonaux sur le canal gaussien

En supposant que le signal so(t) a été émis, le signal recu s’écrit () = ae/®sq(t) + b(t). La
variable de décision Ly s’écrit

T
Ly = /r(t)sa(t)dt‘:‘2ae]¢°E+b0‘
0

Par orthogonalité des signaux, les autres variables Ly, ¢ = 1,...,Q — 1 sont constituées d’un
terme de bruit uniquement

L, = /()Tr(t)s;(t)dt‘ = |b,|

ol by = fOT b(t)sy(t)dt, g = 0,...,Q—1 est une variable aléatoire gaussienne complexe de moyenne
nulle et de variance par composante réelle 2E0? = 2EN,. Toujours grace a 'orthogonalité des
signaux, les variables aléatoires b, sont décorrélées et statistiquement indépendantes.

Ainsi, en tant que module d’'une variable aléatoire gaussienne complexe non centrée de va-
riance 2E Ny, Ly suit une loi de Rice de paramétre 40> E?, tandis que les Lyq=1,...,Q -1
suivent une loi de Rayleigh (modules de variables aléatoires gaussiennes complexes centrées de
variance 2E'Np) :

/ 3 +4a?E? /
0 = e 0(5)
0 0
0, __ti_
ly) = 1 BN =1,...,Q0—1
p( lI) 2EN06 0 q ? 7Q

La probabilité de décision correcte est la probabilité que la variable Lg soit supérieure &
toutes les autres

P. = P(L1 < Lo, Lo < Lo,...,LQfl < Lo)
0o
=S / P(L1 < Lg,Ly < Lyg,... ,LQfl < L0|L0 = go)p(fg)d@g (110)
0
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Les variables de décision Ly, ¢ = 1,...,() — 1 sont décorrélées, statistiquement indépendantes et
ont toutes méme densité de probabilité. Alors, la densité de probabilité conjointe conditionnel-
lement & Ly se factorise en un produit de @ — 1 termes identiques. L’équation (1.10) devient

e = /000 [P(Ly < Lo|Lo = £)]°"p(£o)dlo (1.11)

Calculons P(L1 < L0|L0 = Eo)

Lo
P(L1 < L0|L0 = 60) = / p(él)dél
0

2
£

— 1 — TN (1.12)

Elevée a la puissance @ — 1, U'expression (1.12) peut se mettre sous la forme

02 Q-1 nt?
- L N _1\"CR e TENg
(1 —e *5No) = ) (~1)"CH_je N (1.13)
n=0

En reportant (1.13) dans (1.11) et en notant v = Off—f le rapport signal-a-bruit, on trouve

Q-1 — 00 02 (n+1)
e _% aly
P. = E -D)"CH_ —— 14 1ENy Jo| — |d¥, 1.14
¢ - 0( ) Q12EN0/0 0€ ’ 0<N0> 0 ( )

Le résultat de I’équation (1.7) nous permet de calculer l'intégrale dans (1.14)

S (CE S ST 2EN, v
l BNy [o| — |dby = —_— 1.15
/0 0 ’ 0<N0> 0 n—i—leXp(n—i-l) ( )
Finalement,
Q-1 1
_an
P, = 7;](_1)71051”—’_16 eS| (1.16)

La probabilité d’erreur par symbole est alors donnée par P; = 1 — P, soit

Q-1
1 _an
P, = Z(—l)"+108_1n+le I (1.17)
n=1

Dans le cas d’'une modulation de fréquence de taille @ = 2, (BFSK, Binary Frequency Shift-
Keying), les probabilités d’erreur par symbole et par bit sont confondues et le rapport signal-a-
bruit v est égal au rapport signal-a-bruit par bit v, = O‘]zvf”. B est ’énergie moyenne par bit.
Pour un canal gaussien de gain «, I’équation (1.17) devient

1 _o2E,

Py=ge (1.18)
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Nous avons vu au paragraphe 1.1.1 que chaque signal est étiqueté par un groupe de k = log,(Q)
bits. Dans le cas de () signaux orthogonaux équiprobables, tous les symboles de la modulation
sont choisis avec la méme probabilité. Par ailleurs, il y a C}' possibilités d’avoir n bits erronés
parmi k. Le nombre moyen de bits erronés pour un symbole étiqueté par k bits est donc

k
P,
n i _

Z0’“2’9—1 =kl

n=1
La probabilité d’erreur par bit moyenne P, est donnée par le nombre moyen de bits erronés divisé
par le nombre total de bits k. Pour () > 2 signaux, on obtient I’expression de P, en fonction de
P suivante [57]

P, =

2k=1 P
P, 75 pour k>>1 (1.19)

ok _1°° 7

Signaux non orthogonaux sur le canal gaussien

Nous commengons par donner la probabilité d’erreur par bit d’'une modulation BFSK non
orthogonale. On note u la corrélation normalisée entre les deux signaux de la modulation

p=Hol _ 1 /T so(t)s?(t)dt (1.20)
2F ~ 2E J, !

L’hypothése d’émission du signal so(t) reste valable, i.e. 7(t) = ae/®0sy(t) + b(t). Les deux
variables de décision Ly et Lq s’écrivent

Ly = ‘2aEej¢° + bo‘
L, = ‘QaE,uej‘bo + bl‘
ol by = fOT b(t)s,(t)dt, ¢ = 0,1, est une variable aléatoire gaussienne complexe de moyenne nulle

et de variance 2E0? = 2ENy. Ly et L; suivent une loi de Rice de paramétres respectifs 4a°E?
et 40’ E?|p|?

A 13+ E? aly
/ — 1EN, [ —
p(to) 2EN, A
2R i L A I
/ _ 1EN 1.
p(r) 2EN, * TN,

Deux approches permettent de calculer la probabilité d’erreur par bit P, = P(L1 > L0). La
premiére méthode consiste a évaluer la densité de probabilité conjointe de Lg et Ly [42]. Pour
la seconde méthode, il faut remarquer que P, = P(L1 > L0) = P(L3 — L? <0). L3 - L? =D
est un cas particulier de la forme quadratique générale de variables aléatoires complexes définie
et évaluée dans [56], annexe 4.B. L’utilisation de ces résultats conduit & une expression de la
probabilité d’erreur par bit d’une modulation BFSK non orthogonale

1 _ @2+

P, =Q(a,b) — 3¢ 2 Iy(ab) (1.21)
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avec

pour b > a > 0.

Passons maintenant au cas général de () signaux corrélées. Les variables de décision L, sont
données par

Ly = ‘2aEej¢° n bg‘
Ly = [20Buoe™® +b| a=1,....,Q-1
Ho,q est toujours la corrélation normalisée entre les signaux 0 et g.

La définition de la probabilité de décision correcte donnée par 1’équation (1.10) reste valable.

En raison de la non orthogonalité des signaux, les variables aléatoires gaussiennes complexes by,
et les variables de décision L, sont maintenant corrélées et statistiquement dépendantes. Il faut
alors évaluer la densité de probabilité conjointe de @) variables de Rice corrélées. Il n’existe pas de
solution simple & ce calcul. Dans [65], le cas particulier de @ signaux équicorrélés est considéré.
Les travaux présentés dans [53] et [52] ont montré de maniére heuristique que la probabilité
d’erreur est minimale si I'on suppose que la corrélation normalisée p;; est réelle et constante
Vj # 1, c’est-a-dire

1 1=

Hij =
i1 # j et p réelle positive

Dans ces conditions, la probabilité de décision correcte s’écrit [53]

Pe = (1—p)exp (%) /0oo /Ooo Y exp (—%( ? +y2)>
<Iy (,/ - u)w> Io(izy)[1 - Q(y/fiy, )]0~ dody (1.22)

Remarquons que pour g = 0 ou {u = 0 et Q = 2}, I'équation (1.22) permet de retrouver les
formules (1.16) et (1.21) [65].

Signaux orthogonaux sur le canal de Rayleigh

Une fois encore, nous commencons par le cas de la BFSK. Une maniére simple d’évaluer
la probabilité d’erreur par bit de cette modulation sur canal de Rayleigh avec détection non
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cohérente est d’utiliser la formule (1.18). En effet, ce calcul fournit une expression de la probabilité
d’erreur pour un gain du canal « fixé. (1.18) est alors 'expression de la probabilité d’erreur
conditionnellement & une valeur fixée de o que nous notons Py(«). Il suffit de moyenner cette
derniére par rapport & « pour obtenir la probabilité d’erreur P,. On a

p, = /000 Py(a)p(a)de (1.23)

Le gain du canal « suit une loi de Rayleigh, p(a) = 2ae ", avec E[a?] = 1. En combinant

(1.18) et (1.23), on obtient facilement

(1.24)

On peut procéder de la méme maniére pour @ signaux a partir du résultat (1.17) que nous

notons Ps(a). Alors
Po= [ P@plaia
0

Le calcul qui se fait aisément donne [65]

)n+1

P‘ZCQ T

1.25
+nN ( )

On remarquera que dans les expressions (1.24) et (1.25), la probabilité d’erreur n’est plus
inversement exponentielle en fonction du rapport signal a-bruit, comme c’était le cas pour le
canal gaussien. Ici, elle est une fonction de l'inverse de +=. Cela signifie que pour transmettre
sur un canal a évanouissements avec une probabilité d erreur relativement faible, I’émetteur
devra fournir une puissance plus importante que celle nécessaire sur canal gaussien. Pour un
grand nombre d’applications, cette contrainte est prohibitive. On peut s’en affranchir grace a
I'utilisation de techniques de diversité qui introduisent une redondance au niveau du canal. Selon
la nature des évanouissements, des techniques de diversité temporelle, fréquentielle ou spatiale
peuvent étre envisagées [65].

Signaux non orthogonaux sur le canal de Rayleigh

On trouve dans la littérature un certain nombre de résultats concernant le cas de signaux non
orthogonaux sur le canal de Rayleigh. En particulier, Turin [67] a traité le cas de deux signaux
corrélés, () = 2. La probabilité d’erreur correspondante s’écrit

P, = L (1 — 17_””2) (1.26)
2\ VI PP

ou p est la corrélation normalisée définie par (1.20) et

3 & (Ep/No)
(Ep/No) +2
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Pour un nombre de signaux plus grand que deux, les calculs sont relativement complexes,
c’est pourquoi nous ne les rapportons pas dans ce paragraphe.

1.1.4 Performances sur différents canaux

Les différents développements que nous venons de rappeler permettent d’illustrer les perfor-
mances des modulations de fréquence sur le canal gaussien et sur le canal de Rayleigh.

Les figures 1.1 et 1.2 sont consacrées aux performances de la modulation de fréquence ortho-
gonale de taille 2, BFSK, sur chacun de ces deux canaux. Les probabilités d’erreur par bit en
détection non cohérente sont comparées a celles obtenues avec détection cohérente. Les expres-
sions de P, pour une détection cohérente sont données par [57]

o2E, . 1 L
P,(AWGN) = Q@ No et Py(Rayleigh) = 2 1- ! +0&
No

Rappelons que la fonction Q(z) est définie par

Q) 2 /:O \/12_7rexp (-%) dy (1.27)

10

10

= Detection non coherente

10

10

5 N

10

Pe/bit

Detection coherente <

10

10

10

10

6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
EL/NO (dB)
FiG. 1.1 — Probabilité d’erreur par bit d’une modulation BFSK orthogonale sur canal gaussien.

Si la détection non cohérente conduit & une dégradation des performances de 0.75 dB seule-
ment sur canal gaussien pour une probabilité d’erreur par bit P, = 107°, elle a un impact
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Pe/bit

0 4 8 12 16 20 24 28 3
EL/NO (dB)

F1G. 1.2 — Probabilité d’erreur par bit d’une modulation BFSK orthogonale sur canal de Rayleigh.

beaucoup plus important sur le canal de Rayleigh : environ 3 dB de perte pour une probabilité
d’erreur P, = 1073,

En contrepartie, les figures 1.3 et 1.4 prouvent que si I’on augmente la taille de I'alphabet
Q-FSK, on améliore les performances. Sur canal gaussien, cette amélioration est méme considé-
rable pour des valeurs relativement faibles de @ : @ = 16,32. Il a notamment été montré que
pour ) — oo sur le canal gaussien, on pourra toujours rendre la probabilité d’erreur P, arbi-
trairement petite, & condition de travailler avec un rapport signal-a-bruit supérieur a la valeur
limite —1.6 dB donnée par Shannon [57]. Malheureusement, augmenter ) revient a une utilisa-
tion toujours plus importante de la bande dans le cas de signaux orthogonaux, et donc & une
efficacité spectrale moindre.

Une solution consiste & accepter un écart fréquentiel élémentaire inférieur & celui garantissant
I’orthogonalité. Les figures 1.5 et 1.6 illustrent l’effet néfaste de la corrélation sur les performances
d’une modulation BFSK sur canal gaussien et de Rayleigh. Un écart fréquentiel Afy = OT;5, qui
correspond & un coefficient de corrélation p = 0.6, conduit ainsi & une perte de 3.5 dB pour
un taux d’erreur de 10~% sur canal gaussien et de 2 dB pour un taux d’erreur de 2 x 1073 sur
canal de Rayleigh. S’il est clair que le principal défaut des modulations de fréquence Q-FSK
réside dans leur faible efficacité spectrale, on constate que 'utilisation de fréquences corrélées
dans le cas d’une modulation monodimensionnelle (c¢’est-a-dire une Q-FSK classique) aggrave les
performances.

La conception de modulations multidimensionnelles & partir de signaux corrélés permet d’aug-
menter efficacité spectrale [7] tout en compensant cette dégradation des performances. Forts des
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Pe/bit

0 2 4 6 8 10 12 14
EL/NO (dB)

F1G. 1.3 — Probabilité d’erreur par bit d’une modulation Q-FSK orthogonale sur canal gaussien
pour différentes valeurs de Q.

résultats connus sur les modulations Q-FSK classiques, nous proposons d’étudier plus en détails
ces constructions multidimensionnelles.

1.2 Constellations multidimensionnelles & composantes corrélées

Dans les travaux de [7], deux méthodes sont envisagées : une généralisation de la modulation
OOK et une construction de signaux multidimensionnels & composantes corrélées & partir de
modulations Q-FSK, solution & laquelle nous nous intéressons ici.

La modélisation présentée dans ce paragraphe permet 1’étude de toute transmission de signaux
multidimensionnels. On pourra notamment considérer toute méthode de codage ou de diversité
comme un cas particulier.

1.2.1 Principe et intérét des signaux corrélés

Le plan temps-fréquence est divisé en cases rectangulaires de durée T et de largeur de bande
W (figure 1.7(a)). Le principe est le suivant : chaque signal est émis dans une case élémentaire
du plan temps-fréquence, c’est-a-dire pendant une durée T et & une fréquence donnée. Les si-
gnaux successifs ne sont pas nécessairement émis dans des cases adjacentes en temps et/ou en
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Pe/bit
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F1G. 1.4 — Probabilité d’erreur par bit d’'une modulation Q-FSK orthogonale sur canal de Ray-
leigh pour différentes valeurs de Q.

fréquence. En particulier, lors d’une émission en diversité, on veillera a utiliser un espacement des
cases en temps et/ou en fréquence supérieur au temps et/ou a la bande de cohérence du canal.
Une conséquence directe de cette précaution est 'indépendance des évanouissements d’une com-
posante a l'autre. Enfin, notons que les différentes composantes d’un signal multidimensionnel
seront émises successivement en temps ou parallélement sur plusieurs fréquences.

Afin d’assurer 'orthogonalité des signaux lorsque la détection est non cohérente, il est com-
mun de considérer une bande W égale a % et d’utiliser des filtres d’émission rectangulaires. Dans
chaque case élémentaire, une unique fréquence est disponible. On obtient ainsi le réseau temps-
fréquence le plus dense dans un contexte de signaux orthogonaux avec une efficacité spectrale de
une composante/s/Hz.

Le principe des constellations multidimensionnelles & composantes corrélées est schématisé
figure 1.7(b). Nous ne disposons plus uniquement d’une fréquence mais de @ fréquences différentes
dans chaque case. De plus, 'espacement A fy entre les fréquences est inférieur & celui garantissant
Porthogonalité (Q = 8 et Afy = & sur cette figure). On émet toujours une seule fréquence par
case, mais le fait d’avoir le choix parmi plusieurs augmente l'efficacité spectrale du systéme.
Considérons par exemple une bande W = % et des signaux a une seule dimension : une seule
case élémentaire du plan est utilisée. Avec une modulation 8-FSK identique & celle de la figure
1.7(b), il faut trois bits pour choisir un signal. Cela conduit & une efficacité spectrale de 1.5
bits/s/Hz. En comparaison, une BFSK orthogonale utilise la méme bande, mais un bit suffit
a choisir un signal de la modulation. Dans ce cas, l'efficacité spectrale est de 0.5 bits/s/Hz
seulement. Cet exemple simple prouve que pour une méme bande élémentaire, on peut espérer
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F1G. 1.5 — Probabilité d’erreur par bit d’une modulation BFSK sur canal gaussien pour différentes
valeurs de la corrélation normalisée p.

un gain de l’efficacité spectrale.

Malheureusement, cette augmentation de 'efficacité spectrale s’accompagne d’une dégrada-
tion des performances directement liée & la corrélation des fréquences dans une case élémentaire.
Nous avons déja constaté les effets néfastes de la corrélation dans le paragraphe 1.1.4. Nous
verrons dans la suite de cette étude que 'utilisation de signaux de grandes dimensions permet
de compenser cette dégradation. L’ajout du codage conduit méme & des gains supplémentaires.

La constellation se compose de M signaux {S,,, m = 1,..., M} de dimension N. Ainsi,
chaque signal est un vecteur de N composantes Sy, = {sp1,...,Sm,~}. La composante entiére
Sm,n modélise le choix d'une fréquence parmi () & un instant donné n. Elle correspond a 1’émission
physique d’un signal s, 5, (%)

2F .
Smn(t) = \/ I exp (247 fm nt)

n=1....Nm=1,...,M et 0 <t <T. En accord avec les notations du paragraphe 1.1.1, 2F
désigne I'énergie du signal s, »(t) en bande de base. La fréquence élémentaire f, , est reliée a la
composante sy, , par I'une des deux relations suivantes : fy, n, = Smn X Afo 0u frn = Smn X M,

9
selon que Sy € {0,...,Q — 1} ou sy € {£1,...,£(Q — 1)}
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Fic. 1.6 — Probabilité d’erreur par bit d’une modulation BFSK sur canal de Rayleigh pour
différentes valeurs de la corrélation normalisée .

1.2.2 Deétection non cohérente optimale de signaux multidimensionnels

En supposant que le signal S,, a été émis, on recoit un vecteur R = (r1(¢),...,ry(t)) de N
composantes. Chacune d’entre elles est de la forme

ro(t) = ozej‘bm’”sm,n(t) + by (t)

oil by, (t) est un bruit additif blanc gaussien complexe de moyenne nulle et de variance o? par
composante réelle ; « est le gain du canal et ¢, , une phase aléatoire uniformément répartie sur
[0, 27] de densité de probabilité p(¢m.n) = % $m,n est supposée inconnue au niveau du récepteur.
Dans le cas du canal gaussien, « est une constante. Dans le cas du canal & évanouissements, «
suit une loi de Rayleigh ; p(a) = 20e ™ et E[a?] = 1.

Détecteur optimal sur le canal gaussien

En nous inspirant des résultats de [56], Annexe 4.C, nous généralisons au cas N-dimensionnel
la recherche du détecteur optimal faite dans ’annexe 1.I. On se place toujours dans ’espace des
signaux aléatoires, et les {1 (t)} constituent une base de cet espace.



18 1. PERFORMANCES OPTIMALES ML DES MODULATIONS Q-FSK

Fréquence Fréquence
W ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
,,,,, W=2|l_____ || _____||Q fréquences
=717 = Temps =717 = Temps
@ (b)

Fi1G. 1.7 — (a) Subdivision du plan temps-fréquence pour les transmissions non cohérentes.

(b) Cas particulier des signaux & composantes corrélées, Q = 8, Afy = ﬁ et W =2

Chaque composante 7, (t) admet un développement de Karhunen-Loéve

K
ralt) = lim 3 rete(®)
K—o00 ’
k=1
ot les coefficients r, j, sont donnés par r, j, = aemm’”sm,n,k—i—bn,k, pourk=1,2,...,.n=1,...,N

etem=1,..., M.

La probabilitée P(m|R), probabilité a posteriori que le signal S, soit émis, étant donnée
I’observation R, est fournie par

p(R|m)P(m) _ P(m)
p(R) S A (R)P(4)

ou les P(¢) sont les probabilités a priori des signaux Sy et Agy,(R) le rapport de vraisemblance
de la paire de signaux (¢, m), défini par

P(m|R) =

N
Apn(R) = [ Aem(ra) = H lim A (0, i)

Dans I’équation ci-dessus, les vecteurs ry i et r, désignent respectivement (rp1,...,7n k) et
(Tn,1s7n,2, -+ ). Mo (rp k) est défini comme le rapport des densités de probabilité du vecteur
r,,x conditionnellement a ’émission des signaux Sy et S,,.

Comme précédemment, les coefficients ry, ;. sont des variables aléatoires gaussiennes complexes

de moyenne m, , = ozemm’"sm’n,k et de variance U,?n . = o? par composante réelle. La densité
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de probabilité a priori du vecteur r, i se calcule comme suit
K K _
p(rn,K|ma an,m) = (H 27T02> €xp <_ Z |Tn,k - a6J¢m’n3m,n,k|2/202>
k=1 k=1
K K
= (H 27r02> exp (—Z( k12— a®|smn, 2)/202>
k=1 k=1
K *
. Tn.kS
—jbm.n n,8%m,n,k
X exp (Re ae Z — ] >
k=1
Les phases ¢y, , sont uniformément distribuées, alors
2w 1
pensclm) = [ ookl ) b (1.28)
0
Toujours en utilisant (1.56) (Annexe I.1), ’équation (1.28) devient
K K
pont) = (L2t o (=3 sl flonnafar
k=1 k=1
K *
Tn,kSm,n,k
X I _— .
0 <a > — ) (1.29)
k=1
A T'aide de la relation (1.29), on peut former le rapport de vraisemblance
p(r, K|£)
Ag 'n K =
) )
2 K
= €xp ( Z |SZ,n,k|2 - |5m,n,k|2)/02>
k=1
By (@ [SHC st/
X
Iy (04 ‘25:1 Tn,ks:z,n,k/02‘>
La limite de Ay, (ry k) quand K — oo est
o2 [T T
Nentia) = exp (=5 | [ seaOsin(0de = [ s altrte]
T s
Iy [l f ra(t)gg,, (5]
X
T *
Io [al fy 7 (t)g5. (D]
Sm,n(t)

Ici encore, les fonctions gy, (t) sont définies par g, ,(t) = limg o0 ZkK:1 S”;—;”’“q/;k(t) =
ou la derniére égalité est obtenue par définition du développement de Karhunen-Loéve.

o2
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La valeur de Ay, (r,) nous permet d’évaluer Ay, (R).

N
0[2

Aem(R) =em(—5ZﬂﬁszﬁMwﬁ—AimMm%AW4)

n=1

Io [l J3 ra(®)g7 . (1t
Io [l f} ra(®)gi n (bt

N
<11
n=1

Les M signaux S, de la constellation sont équiprobables. Maximiser P(m|R) revient donc
a maximiser les densités de probabilité conditionnelles p(R|m). Ceci équivaut au calcul des M
variables

a2 M T N
L, = exp [—7 Z/o smyn(t)g:;’n(t)dt] H Iy [a
n=1 n=1

Comme dans le cas monodimensionnel, il suffit alors de choisir parmi les M signaux celui qui
maximise L,,. Par ailleurs, les signaux de la constellation ont tous méme énergie, et le bruit

T
/ rn(t)g,’fn’n(t)dtu m=1,....M
0

additif gaussien est blanc. Le terme de la forme exp [—0‘72 fOT sm,n(t)g;‘mn(t)dt} est un terme de

Sman (1) Sman(t)
o2 No

et exp [—0‘72 fOT smyn(t)g;’;l,n(t)dt] s’écrit exp [—Oj\z,—oE] ou 2FE est I'énergie en bande de base des

signaux sy, n(t). Ce terme est commun & tous les Ly, et n’intervient pas dans la maximisation.

biais indépendant de ’observation. En effet, dans ces conditions, gm »(t) = devient

Par conséquent, le détecteur optimal utilise le critére

/0 ' rn(t)s;‘mn(t)dt‘) (1.30)

L’équation (1.30) décrit la structure du détecteur non cohérent optimal ML pour des signaux
multidimensionnels sur le canal gaussien. Le terme ‘ fOT rn(t)s,”in’n(t)dt‘ est obtenu en filtrant

la composante 7,(t) par le filtre adapté & la fréquence s, et en échantillonnant & l'instant
t = T. L’observation totale en sortie du banc de filtres adaptés est donnée par M vecteurs
(xm,la cee axm,N) ot

T
P / ra(8)st 0 (£)d (1.31)
0

Il s’agit ensuite de combiner ces sorties selon (1.30) pour maximiser le critére. On peut remarquer
que I'ensemble des {zp,n,m =1,...,M,n =1,..., N} est redondant. En effet, les composantes
des signaux multidimensionnels émis appartiennent & une modulation Q-FSK. Il est suffisant de
filtrer chaque composante r,,(t) du signal recu par les @ filtres adaptés possibles. On obtient une
statistique suffisante composée de ) X N valeurs en sortie du banc de filtres.

Pour simplifier la mise en ceuvre pratique de ce détecteur, mais aussi pour mener & bien le
calcul de probabilité d’erreur par paire, il est intéressant de chercher une expression simplifiée,
équivalente au critére énonceé ci-dessus. Iy(x) € [1,4+00[ pour tout z réel et la fonction logarithme
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est strictement croissante sur cet intervalle. Une premiére étape consiste donc a remplacer le

critére (1.30) par
T
/ rn(t)s;‘n’n(t)dtD]
0

On connait ’équivalent de Iy(z) quand z tend vers 'infini :

eCE

\V2rx

Enfin, on peut noter que I5(0) = 1. Ces résultats nous permettent de donner une approximation
de Iy(z) pour de faibles ou grandes valeurs de x

Io(z) ~ [1 +0(i)]

1+2 <1
Iy(z) ~ )
[

En pratique, les sorties du banc de filtres adaptés z;,, correspondent & une évaluation du
rapport signal-a-bruit. De cette fagon, ces deux équivalents représentent les approximations &
faible et fort rapport signal-a-bruit de Iy(z). De plus, log(l + x) est équivalent & = en 0, et

log (%) =z — $log(z). Quand z est grand, cette derniére égalité devient log (3—%) ~ .

Gréce a ces différents éléments, on dispose de deux nouvelles expressions du critére de détec-
tion non cohérent optimal

N 2
M
max

m=1

T
/ ra(t)55 (1)t (1.32)
0

n=1

pour les faibles valeurs de rapport signal-a-bruit ; et

N
M
max
m=1

[ ratrsitian (1.33)

n=1
pour les fortes valeurs de rapport signal-a-bruit.

Nos résultats de simulation, ainsi que ceux de [58], ont montré que l'usage de 'une des
deux approximations, (1.32) ou (1.33), conduit & une dégradation minime des performances par
rapport au critére exact de ’équation (1.30). Dans la suite de ce travail, nous utiliserons le critére
décrit par I’équation (1.32).
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Détecteur optimal sur le canal de Rayleigh

Chaque composante sy, ,(t) du signal multidimensionnel Sy, est émise dans une case élémen-
taire du plan temps-fréquence. Le canal est caractérisé par des évanouissements lents et est non
sélectif en fréquence. Il peut donc étre modélisé par un coefficient multiplicatif ae/®m» constant
pour chaque signal de la modulation FSK, s, ,(t). En pratique, il sera toujours possible de satis-
faire cette condition en choisissant judicieusement le temps symbole T' par rapport & I’étalement
des retards du canal T,,, soit T' > T,,. L’entrelacement des composantes du signal est parfait,
de telle sorte que les coefficients du canal correspondant aux N composantes peuvent étre consi-
dérés comme indépendants. De plus, nous supposons qu’il n’existe aucune corrélation entre deux
signaux FSK émis dans des cases temps-fréquence adjacentes.

Comme pour le cas monodimensionnel, il est possible de suivre une démarche parfaitement
similaire au cas gaussien. La densité de probabilité p(r, x|m) donnée par (1.29) est une fois
encore considérée comme une densité de probabilité conditionnellement au signal m et a une
valeur fixée de I’évanouissement «. On la note p(r, x|m, «). Alors,

oo
i) = [ plerlm0)p(a)do
En utilisant p(a) et (1.7), on obtient

Tn kS ok 2
plrklm) = (I 2o ( kaI) =5 (1.3

‘sn,m,k’|2 20’2 Q‘Sn m, k'|2
L+ 3o o 4+ Y T

o2

Nous substituons simplement (1.34) a (1.29) dans le raisonnement mené pour le canal gaus-
sien. Le bruit additif est toujours blanc gaussien complexe et les signaux multidimensionnels sont
équiprobables et de méme énergie. Cela nous meéne & de nouvelles expressions des variables de
décision

- 2
I3 sman(0)g5 (D)

L,, =exp m=1,...,.M

n=1

La fonction exponentielle étant monotone croissante sur [0, +oo[, le critére de détection optimal

est le suivant
T
/ rn(t)s:n,n(t)dt
0

On notera que le critére obtenu est le méme que celui utilisé sur le canal gaussien.

N 2
M
max

m=1

(1.35)

n=1

1.2.3 Probabilité d’erreur par paire
Cas du canal gaussien

La probabilité d’erreur par paire entre deux signaux S; et S; de la constellation, notée
P(S; — Sj), est la probabilité que le signal S; soit détecté alors que S; a été émis. En utili-
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sant le critére (1.32), cette probabilité s’écrit

N N
P(S; = Sj) = Prob(>_ |zjnl® > > |inl?)
n=1 n=1
S; étant supposé émis, les variables z,,, pour m =4,j5 et n =1,..., N sont de la forme

T
Ton = / (P50 530 () + b (1)) ()
0
— a€]¢i’n/$:£m + bm,n

pim = fOT Sig(t)sp, n(t)dt, m = i,7 est la corrélation entre les niémes composantes des signaux
Siet Sy b = fOT bn(t)s}, . (t)dt est le bruit additif blanc gaussien complexe en sortie du filtre
adapté. Il est de moyenne nulle et de variance 2E0? par composante réelle, ott 2F est 1’énergie
des signaux s, ,(t) en bande de base et o2 la variance du bruit by, (¢) en entrée du banc de filtres.

Par conséquent, |2, | suit une loi de Rice de paramétre o2 | pl™ 2
riable aléatoire gaussienne complexe non centrée de variance o2 = 2E0?. Sa densité de probabilité

puisque Ty, est une va-

est donnée par
2 2|,,bm 2 i,m
Plzmnl) = |$m2,n exp <_ [ n +02[ Lol ) Iy (awn |2|$mﬂb ) Zmn 2> 0
oz 20% loprs

On note Yy, = \/ij:l |Zm,n|?. Y est une variable aléatoire de Rice généralisée d’ordre N [64].
La probabilité d’erreur par paire s’écrit alors

P(S; — 8j) = Prob(Y}? > Y}?) = Prob(Y; > Y))

L’équation (18) de [64] nous donne ainsi la probabilité d’erreur par paire recherchée sur le
canal gaussien

N—-1 +00 w—N XZ
P(S; — S]) = Z gN,Xi,l(w) + Z gNyxiyl(w) (1 - Z e~ Xi £_|]> (1.36)

ou

() = 1 v \"( 1 NJioe_Xi(N—i—k+w—1)! X; \*
N, Xy w!\1+v l+v) &~ ENN+EkE—-1)! \1+4+v
et X, est défini par [64] comme

82

>
N | =

Xm —
oy,

s? est le paramétre de la variable aléatoire de Rice complexe d’ordre N : il est égal & la somme
. o2 NV 2),6m 2 2 ;
des N carrés des moyennes des [Ty, | [57], soit s* = > @”|un"|°. oy, est la variance par

composante réelle des variables gaussiennes complexes sous-jacentes : O'%/m =02 =2FE0% = 2EN,.
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Par conséquent, les deux termes X,,, m =1, j, s’écrivent

1 N
X, = 20,,.,m |2 m =i
n=
et
2 2
V== 5T
O'Yj U:I:

La corrélation uf{m a déja été calculée dans le cas de signaux FSK simples (voir équation
(1.1)). Dans le cas présent, il nous suffit d’ajouter I'indice de la composante considérée n. On
obtient

) T 28 (T .
i = [ a5t =22 [ maiay
0 ’ T Jo

ou Afy, = fin — fmn est I'écart de fréquence entre les composantes n de la paire de signaux
(i,m). Aprés intégration, on a

; sin(rAfT) AT
LM _ 9@ JTA fr

L X A X e

Ainsi

sin(rAf,T)

Y| =2F et |uyl|=2E
|| et |py’| AL

On peut donc évaluer plus précisément X; et X;

’NE
Xi= (1.37)
2B N [ sin(rAfT) )
X, = a sin(rA f,T) (1.38)
NO ne1 WAfnT

En pratique, la variable X; est définie par le systéme de facon définitive, elle ne dépend que
de I'énergie des signaux, tandis que X; dépend des corrélations entre les signaux, c’est-a-dire
de la répartition des fréquences. L’étude des variations de la probabilité d’erreur en fonction de
ces deux parametres X; et X; est un bon moyen d’aboutir a des critéres généraux quant a la
construction des signaux multidimensionnels : cette étude est présentée dans ’annexe 1.II. En
particulier, nous montrons que la variable X; décroit lorsque la répartition des fréquences est
judicieusement choisie. Dans ce cas, la probabilité d’erreur sera minimisée.
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Cas du canal de Rayleigh

La probabilité d’erreur par paire entre les signaux Sy et S est toujours définie par P(L; <
Ls), ou de maniére équivalente

N N
P(Sl — 52) = P (Z |I1,n|2 < Z |£E27n|2) (139)
n=1 n=1

Zjn, 7 = 1,2 désigne la sortie du filtre adapté au signal s;,. Le calcul qui suit généralise celui
de [7] au cas de signaux d’énergie E quelconque. Nous définissons le vecteur p

p= (5E1,1,3€2,1,5E1,2,5E2,2, S ,$1,N,5E2,N)

On note f = p'Fp* la forme quadratique hermitienne associée a p, avec F' matrice carrée
2N x 2N donnée par :

La probabilité d’erreur par paire (1.39) n’est autre que la probabilité d’avoir f < 0
P(S; = S3) = P(f = p'Fp* < 0) (1.40)
La fonction caractéristique d’une telle forme quadratique hermitienne est donnée dans [61]

1

Vr(5€) = By [ejgf} ~ det(I — j2¢R*F) (141)

ou R = %E [p'p*] est la matrice de covariance du vecteur p.

Les deux variables z1, et z2, s’écrivent plus précisément :

1, = 2Bael® +b, (1.42)

Ton = 2Bpnae’® 4+ by, (1.43)
ol Uy = % est la corrélation normalisée entre les composantes n des signaux Sy et Sy et 2F
est I’énergie de sy ,(t). La corrélation pw? a 6té deéfinie par Péquation (1.1). Toutes les valeurs
de la corrélation sont distinctes : pp # e V k,£ € {1,--- , N}. On note h,, = ae/®" le coefficient
multiplicatif modélisant les évanouissements, constant pour chaque signal de la modulation. h,,
suit une loi gaussienne centrée de variance 0,21 par composante réelle. Les h,, sont indépendants.

Dans ces conditions, les variables aléatoires x; , et x2, suivent des lois gaussiennes centrées
de variance respective par composante réelle

El|z10|?] = 4E%0} + 2B (1.44)
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et

Ellwa,n]?] = 4E®|un|?o}, + 2E0” (1.45)

Par ailleurs, les échantillons de bruit by, et by, sont corrélés

E[bynb5,] = 2Ep0” (1.46)

Par conséquent, 1, et x2, sont aussi corrélées et
E[z1235,] = 2Bu;, (2E0}, + 0°) (1.47)

On peut remarquer que les variables aléatoires relatives & deux composantes distinctes ont une
corrélation nulle. Les relations (1.44) a (1.47) nous permettent d’écrire la matrice de covariance
R du vecteur p sous la forme

R, O 0
0 Ry 0
R=
0 0 Ry

ou chaque R, est une matrice 2 x 2 donnée par

4E%0} +2E0*  2Ep}(2Eo} + o?)

Fn = [ 2B, (2E02 + 02)  4E2|u, 202 + 2E0?

L’expression de la fonction caractéristique (1.41) devient

. 1
i (6) = — (1.48)
[T det(r - j2¢ R Fy)
k=1
ou Fj, est donnée par
1 0
flo ]
Un calcul direct de det(I — j2¢R} F,,) conduit a
det(I — ]2§R2Fn) = (1 — j28un) (1 + j28vn) (1.49)
ou
2E0”(y + 2N
un = 2B OEEN 10 ) T ST [P (L [PT9)] 2 0
2N
et

2Ec?%(y + 2N)

T (1= ) T = V= JaaP) (1= [ PT2)] > 0

Vp =
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Dans les expressions ci-dessus, on définit v, le rapport signal-a-bruit par symbole, par :

2NEo}
y=""" (1.50)
o
et le paramétre I' est donné par
Y
= 1.51
v+ 2N ( )
En utilisant (1.49) dans (1.48), on a
. 1
Pr(jé) = —
[T - s26un)(1 + j2¢v,)
n=1

Puisque 1, # e pour k # £, nous pouvons décomposer (7€) en éléments simples

Yoooa Y B
Y0 :nz::l 1— j2€un, +n§::11+j2gun

ou A, et B, sont les constantes relatives & chaque fraction simple de la décomposition. Il est
alors facile de montrer que la probabilité d’erreur (1.40) s’écrit

N
P(Sl —>52) = ZBn

n=1

Finalement, un calcul relativement long de B,, fournit une expression de la probabilité d’erreur

N 2 N—-1
1 [ 1= |2 (1= |ual?)
P(S; = S) =5 { [1 -T (1.52)
24 U= unPT2 | TIY o (il = [ l?)

ou I' est défini par (1.50) et (1.51). L’expression obtenue est la méme que celle fournie par [7].
On remarquera cependant que la définition du rapport signal-a-bruit  différe et tient compte
de I'énergie des signaux F.

par paire

Plusieurs résultats supplémentaires également utilisables dans notre cas sont développés dans
[7]. On dispose ainsi d’une expression plus simple de ’équation (1.52),

N 2
1 1— |Nn|2 (1 - |/1'n|
P(Sl — SQ) =—|1- r
2 7121 L= |pa|?T HiJL,z‘y&n (l2i[* = |pen]?)

d’une expression asymptotique de la relation (1.52) pour les grands rapports signal-a-bruit,

)Nfl

(1.53)

1(2N)! NN
2 (N2 4N [Tz (1= |ual?)

P(y = o0) = (1.54)
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et enfin d’une expression de (1.52) quand les signaux sont équicorrélés, c’est-a-dire pu, = pu Vn
e
1 11—
P(S1 — 5y) = -1 - —=
s = 5]k
N—1 n N—-1-n
Cin_a 1 — |pf? 1 — |l
1+ ———= 1-T4/—5= 1.55
<2yt [T p L= [uPr? )

1.2.4 Exemple : signaux corrélés de diversité 4

Afin d’illustrer le gain en efficacité spectrale apporté par un alphabet multidimensionnel &
composantes corrélées, nous comparons les performances obtenues sur canal de Rayleigh par
deux constellations de diversité et de longueur N = 4.

Le premier alphabet est formé de deux signaux BFSK orthogonaux de diversité 4 donnés par

Sl = (0,0,0,0)
S2 = (1717171)

Chaque composante correspondant & une case temps-fréquence est désignée par le numéro de la
fréquence émise. Nous avons le choix entre “0” et “1” pour la BFSK. Les performances de cet
alphabet sont obtenues en utilisant la relation (1.55) avec N = 4 et p, = p = 0. Lefficacité
spectrale est de 1/8 bits/s/Hz. En effet, il faut 1 bit pour choisir 'un des deux signaux mul-
tidimensionnels S,,, m = 1,2, et une approximation de la bande est donnée par 4 x 2Afy ou
Afo = 1/T puisque les signaux BFSK sont orthogonaux. On note B, le facteur d’élargissement
de bande, défini comme l'inverse de Defficacité spectrale |7]. Ici, B, = 8.

Le second alphabet est construit & partir d’'une modulation 8-FSK. Il est également de lon-
gueur et de diversité 4. Ainsi, chaque signal est formé de quatre composantes, émises dans des
cases temps-fréquence distinctes et le choix de la fréquence se fait entre les 8 possiblités fournies
par la 8-FSK. Une fois encore, chaque composante est représentée par le numéro de la fréquence
choisie. Les M = 8 signaux de la constellation s’écrivent

S1 =
Sy =

@&
I

=
I

R
I I
AN N N N N /N~
e
ot
w
o
~— N T . N N S~ N

Cet alphabet, construit de maniére heuristique pour optimiser les corrélations entre les signaux
a été proposé par [7]. La bande totale nécessaire a 1’émission d’un signal S,, est 4 x 8Afj. Les
signaux 8-FSK sont corrélés : Afy = 1/4T. 1l faut 3 bits pour choisir 'un des 8 signaux Sp,.
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L’efficacité spectrale de ce deuxiéme alphabet vaut donc 3/8 bits/s/Hz, et Be = 2.66. L’ordre
de diversité 4 de cette constellation est di au fait que pour tout couple de signaux (S;,S;),
i,j =1,...,8, les quatre composantes sont distinctes, c’est-a-dire s;,(t) # s;n(t), Vn =1,...,4.
Par ailleurs, il a été montré dans [7] que les deux signaux les plus corrélés sont Sy et Sy.

Les performances de cet alphabet sont obtenues & partir de la relation (1.52). En effet, il est
possible de déduire de la probabilité d’erreur par paire des bornes inférieure et supérieure sur la
probabilité d’erreur. Une borne inférieure est donnée par le pire cas de P(S; — S;). On I'obtient
pour le couple de signaux les plus corrélés, en l'occurrence (Sg,S7). Ainsi P, > P(S4 — S7).
Par ailleurs, ’application de la borne de I'union fournit une borne supérieure de P,. Alors P, <
Z(i,j) P(SZ — Sj), et Z(i,j) P(SZ — S]) < (M — 1)P(S4 — S7) Finalement,

P(S4 — 57) < Pe < (M — 1)P(S4 — 57)
La probabilité d’erreur binaire est donnée par P, = P, /2.

La figure 1.8 illustre ces différents résultats ainsi que les performances obtenues par simulation
pour la constellation de signaux corrélés.

10 =——
—
~
>~
~
\\ Signaux correles
10" ~_ .. Bornesuperieure
= N
N SN
< N
Signaux correles/\
102 Simulation
= :
§ BFSK, diversite4
3 N
10 =
S\
N\
s
Signaux correles _— \
10" Borneinferieure
N
N
N
10°
0 5 10 15 20 25

Eb/NO (dB)

FiGg. 1.8 — Performances comparées de deux alphabets de diversité 4 sur canal de Rayleigh :
BFSK orthogonale, Afy = 1/T et B, = 8, et M = 8 signaux corrélés de longueur N = 4,
Afo=0.25/T, B, = 2.66.

On constate que les bornes supérieure et inférieure de la probabilité d’erreur de ’alphabet
corrélé sont légitimées par la simulation. Cet alphabet présente un trés bon comportement par
rapport & la modulation BFSK de diversité 4. En effet, I'efficacité spectrale est multipliée par un
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facteur 3 et un gain de 1 dB est atteint pour une probabilité d’erreur P, = 10~%. Ces résultats
encouragent fortement ’emploi de constellations multidimensionnelles & composantes corrélées.

1.3 Etude de la capacité

La capacité d’un canal de transmission est une mesure de l'aptitude de ce canal & trans-
mettre de 'information. L'information mutuelle moyenne [6][39] permet de quantifier I'informa-
tion qu’apporte en moyenne la réalisation de la sortie Y sur ’entrée X du canal ou X et Y sont
deux variables aléatoires indépendantes. La capacité est définie comme le maximum de I’informa-
tion mutuelle sur toutes les distributions possibles de ’entrée X . L’étude de la capacité permet
de fixer les bornes théoriques d’un systéme de transmission. Nous reviendrons plus précisément
sur la capacité en particulier et la théorie de I'information en général dans le dernier chapitre.

Tout systéme cherche & s’approcher des performances optimales limites ainsi matérialisées
par les courbes théoriques de capacité. Dans le cas d’une détection cohérente, sur canal gaussien
ou sur canal de Rayleigh & évanouissements indépendants, 'information mutuelle est maximisée
pour une distribution gaussienne en entrée du canal. La figure 1.9 illustre la capacité du canal
gaussien et du canal de Rayleigh a évanouissements indépendants [16][31][54][39].

10

Capacite (bits/s/Hz)

-4 0 4 8 12 16 20 24 28
Eb/NO (dB)

FiG. 1.9 — Capacité des canaux gaussien et de Rayleigh avec détection cohérente. La distribution
en entrée est gaussienne.

La capacité théorique du canal de Rayleigh & évanouissements indépendants avec détection
non cohérente a été étudiée trés précisément dans [1]. Abou Facayl et Shamai ont montré le
résultat suivant
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Théoréme 1.3.1 (Capacité du canal a évanouissements indépendants avec détection non cohé-
rente)

La capacité du canal de Rayleigh a évanouissements indépendants utilisé dans un contexte de
détection non cohérente est atteinte pour une distribution discréte en entrée. Cette distribution
contient un nombre fini de raies, dont obligatoirement une en zéro.

Ce résultat a été énonceé dés 1967 par Richters sous forme de conjecture [59]. La démonstration
est apportée par Abou Faycal et Shamai. Le lecteur se reportera a l’article [1] pour une version
détaillée de cette démonstration. L’appelation “raies” de la distribution, par analogie avec un
spectre de raies, fait référence au terme anglais “mass point” utilisé par les auteurs. Nous nous
contentons de rappeler ici les propriétés de la distribution optimale.

Lemme 1 (Nombre de raies)
Le nombre de raies de la distribution qui maximise la capacité du canal de Rayleigh a évanouis-
sements indépendants augmente avec le rapport signal-a-brust.

Ainsi, pour des valeurs du rapport signal-a-bruit (SNR, Signal-to-Noise Ratio) moyen infé-
rieures & 8 dB, la distribution contient deux raies seulement dont une en zéro. On remarquera
que la modulation OOK remplit cette condition. Lorsque le SNR diminue, la probabilité de la
raie qui n’est pas en zéro tend vers ( alors que son amplitude augmente lentement. Gallager
a montré qu’asymptotiquement, cette amplitude tend vers l'infini lorsque le SNR tend vers 0
[39](théoreme 8.6.1). A fort SNR, le nombre de raies augmente. Une incertitude demeure quant a
l'origine des nouvelles raies : est-ce que chaque raie se sépare en deux ou est-ce que de nouvelles
raies apparaissent indépendamment? En observant la condition de Kuhn-Tucker, les auteurs
privilégient 'apparition de nouvelles raies a l'infini. On notera enfin qu’une raie donnée a une
amplitude d’autant plus grande que sa probabilité est faible.

Des travaux récents ont abordé I’étude de la capacité d’un canal de Rayleigh non cohérent &
évanouissements plats pour les antennes multiples. La valeur asymptotique de la capacité de ce
canal et la forme des signaux qui permettent de l'atteindre sont données dans [51], tandis que
[63] généralise ce résultat au cas multi-utilisateurs.

Nous présentons finalement les capacités des canaux gaussien et de Rayleigh non cohérents
lorsque nous nous limitons, en entrée du canal, & deux types de modulation : la modulation 8-
FSK et un alphabet multidimensionnel construit & partir d’une modulation 8-FSK corrélée, déja
étudié au paragraphe 1.2.4 et noté alphabet A. L’information mutuelle obtenue est abusivement
appelée capacité du schéma de modulation. Pour une étude détaillée du calcul de la capacité de
ces canaux non cohérents admettant en entrée des alphabets de signaux corrélés, le lecteur se
reportera au chapitre 4 de ce document.

1.3.1 Capacité des canaux gaussien et de Rayleigh admettant en entrée une
modulation 8-FSK

Les figures 1.10 et 1.11 représentent respectivement les courbes de capacité des canaux gaus-
sien et de Rayleigh non cohérents. L’entrée du canal est constituée d’une modulation 8-FSK.
Différentes valeurs de I’espacement fréquentiel de référence de la modulation sont considérées :
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AfoT =1.0,0.75,0.66,0.5,0.42,0.33 et 0.25. Les figures de gauche (1.10(a) et 1.11(a)) donnent
la capacité en bits/signal et celles de droite (1.10(b) et 1.11(b)) la capacité en bits/s/Hz. Enfin,
sur ces derniéres, la capacité du canal considéré avec détection cohérente est indiquée a titre de

comparaison.
35 1.75 /
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3.0 1.50 | :
|
I
1 0.25 |
25 1.25 |
T N /
=) z I
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F1G. 1.10 — Capacité du canal gaussien non cohérent admettant en entrée une modulation 8-FSK.

1.3.2 Capacité du canal de Rayleigh non cohérent & évanouissements indé-
pendants admettant en entrée un alphabet de signaux multidimension-

nels

La figure 1.12 illustre la capacité du canal de Rayleigh non cohérent a évanouissements

indépendants lorsque 'alphabet A précédemment défini est présenté en entrée. De la méme

maniére que pour la modulation 8-FSK, trois valeurs distinctes de I'espacement fréquentiel de
AfoT = 1.0,0.25 et 0.1875. La capacité est donnée en bits/signal

référence sont envisagées :
(figure 1.12(a)) et en bits/s/Hz (figure 1.12(b)). Cette derniére peut étre comparée a la capacité

du canal de Rayleigh cohérent.

1.4 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons tout d’abord rappelé les résultats existants relatifs aux modula-
tions de fréquence Q-FSK sur canal gaussien et sur canal de Rayleigh. Le principe de construction,
la structure des détecteurs optimaux ML ainsi que les performances ont été détaillés. Nous avons
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FiG. 1.11 — Capacité du canal de Rayleigh non cohérent & évanouissements indépendants admet-
tant en entrée une modulation 8-FSK.
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FiG. 1.12 — Capacité du canal de Rayleigh a évanouissements indépendants admettant en entrée
I’alphabet A de 8 signaux multidimensionnels.
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notamment pu observer que ces modulations, trés robustes dans un contexte de détection non
cohérente, conduisent malheureusement & de faibles efficacités spectrales.

Nous avons alors introduit la notion de constellations multidimensionnelles construites a
partir de signaux Q-FSK corrélés. Ces constructions, proposées dans [7], vont a 'encontre de
I’approche habituellement choisie : I'exigence d’orthogonalité des signaux est supprimée et per-
met de réduire la bande utile et par 14 méme d’augmenter 1’efficacité spectrale. Les dégradations
de performances dues aux corrélations des signaux sont compensées par le caractére multidimen-
sionnel des alphabets utilisés. Nous avons détaillé la structure des détecteurs multidimensionnels
optimaux ML, sur canal gaussien et sur canal de Rayleigh, ainsi que I’expression des probabilités
d’erreur par paire.

Enfin, nous avons rappelé les principaux résultats connus concernant la capacité des canaux
gaussien et de Rayleigh en cas de détection cohérente ou non.

Les alphabets proposés par [7] ont I'avantage d’augmenter la diversité, paramétre important
sur canal de Rayleigh. De plus, ils améliorent la capacité, comme nous avons pu le remarquer
pour l'alphabet heuristique de 8 signaux de longueur N = 4. Par ailleurs, on sait qu’il est pos-
sible, lorsque la détection est non cohérente, d’approcher la capacité théorique du canal gaussien
cohérent (limite & -1.6 dB) en utilisant un trés grand nombre @ de signaux orthogonaux, par
exemple des signaux d’une modulation FSK.

Les résultats prometteurs auxquels conduit la constellation heuristique proposée au para-
graphe 1.2.4 [7] ainsi que les différents arguments théoriques ici présentés (augmentation de
Pefficacité spectrale et de la capacité) ont motivé la recherche de méthodes de construction plus
générales d’alphabets multidimensionnels fondés sur des signaux FSK corrélés. Nous avons re-
marqué que la modélisation multidimensionnelle développée au paragraphe 1.2 peut s’adapter
indifferemment & toute méthode de codage ou de diversité. Les travaux de |7] sont relatifs a
la diversité, nous proposons dans la suite de ces travaux de nous consacrer & des méthodes de
codage.
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1.5 Annexe 1.1 : Détection optimale non cohérente sur le canal
gaussien

Nous travaillons avec une modulation @Q-FSK. En supposant que le signal s,4(t) a été émis,
on regoit

r(t) = aelP1s,(t) + b(t)

oil b(t) est un bruit additif blanc gaussien complexe de moyenne nulle et de variance o2 par
composante réelle; a est le gain du canal, et ¢, une phase aléatoire uniformément répartie sur
[0,27] de densité de probabilité p(¢,) = % Dans le cas du canal gaussien, « est une constante.

Dans le cas du canal & évanouissements, « suit une loi de Rayleigh ; p(a) = 2ae™® et E[a?] = 1.

Plagons nous dans l’espace des signaux aléatoires a énergie finie. La famille des {1 (t)} est
une base orthonormée de cet espace. Le développement de Karhunen-Loéve de r(t) sur cette base
s’écrit

K
t) = li t
r(t) = lim 3 (o)
k=1
ou les coefficients 7 sont donnés par r, = aemng,k—i—bk, pourk=1,2,... et q=1,2,...,Q. On

note r = (rq,rg,...). Les probabilités P(q|r) = P(s4|r), probabilités a posteriori que le signal ¢
a été émis, étant donnée I'observation r, sont définies par la loi de Bayes (équation (1.4)). Cette
derniére se récrit

P(q)
% Agg(r)P(2)

ott P(¥) est la probabilité a priori du signal sg(t) et Agyy(r) le rapport de vraisemblance de la
paire de signaux (¥, q), défini par

P(glr) =

Ago(r) = 21O _ 27 o(r|€, $o)p(e)depy
q p(r|Q) f027r p(r|q, ¢q)p(¢q)d¢q

Les coefficients 7, sont des variables aléatoires complexes gaussiennes de moyenne m,, = ae’ q Sq.k
et de variance a?k = o2 par composante réelle. L’'indépendance des composantes 7, conduit &

Pexpression suivante pour la densité de probabilité a priori du vecteur rgx = (r1,...,7K)

p(rcla, dg) = <H27ra>exp< Z|rk—aeJ¢>qs k|> g=1,....0

Apres développement du terme dans ’exponentielle, on obtient

5 ral? + 0?[sg i)
p(rxlg, ¢q) = ”271'0 exp —E 5.7 & x exp [ Re
o
k=1

K *
i TkSqk
ae Jbq § —Zq,
g

k=1
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Les phases ¢4 sont uniformément distribuées, alors
2w
pexle) = [ plealadnlgn)dd,
0
K K 2 2 2
_ 2 (Irel” + @’[sqkl”)
= (H 2o ) exp (— Z 557
k=1 k=1
1 2w
X — exp | Re
2T 0

K TkS*

~j$q 9.k

o358 )
k=1

L’intégrale ci-dessus se calcule facilement. En effet, la fonction de Bessel modifiée d’ordre zéro,

Iy(z), est définie par [41]

Al [
@) 2 / e eos(346) 43 (1.56)
2 0
En remarquant que
K * K * K *
. Tk S . TEs . TeS
Re |ae 7% Z —g’k = Re |ae % Z —g’k e”’] =« Z —g’k cos(—pq + @)
o o o
k=1 k=1 k=1

la densité de probabilité p(rx|q) devient
K
(Irel® + &[sqk]?)
p(rxlq) = (H 2o ) exp (— Z 5,2

k=1
( ) 157)

En utilisant la relation (1.57), on peut former le rapport de vraisemblance

p(rxlf)
p(rxlq)

K

k=1

Ag(rr) =

K

- (—%Z

)
)

rkSZk

|sqk|2> ( ‘Zk 1 o2
rEst

By (o |S2EC, e

Quand K — 0o, Ay,(rg) tend vers

Alr) = exp (—% / " ety ()t~ / "l (i
Io [a|f0Trt *(t)dt@

Io [al f; r(t)g; (1)t

X

ou les g,(t) sont définis par g,(t) = limg 00 ZkK:1 S{‘;—.’z’“zﬁk(t) = S‘(lf(zt). La derniére égalité est
obtenue par définition du développement de Karhunen-Loéve.
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Lorsque les signaux sont équiprobables, maximiser P(g|r) revient & maximiser les densités de
probabilité conditionnelles p(r|q). Ceci équivaut au calcul des @) variables

Ly = exp [—0‘; /0 ' sq(t)g;(t)dt] I [a

I1 suffit ensuite de choisir parmi les () signaux celui qui maximise L,. Par ailleurs, les signaux de la
modulation Q-FSK sont de méme énergie, et le bruit additif gaussien est blanc. Par conséquent, le

/OTr(t)g;(t)dtH g=1,...,Q

terme de la forme exp [ & fo sq(t)g; (1 )dt} est un terme de biais, indépendant de 1’observation.

En effet, dans ces conditions, g4(t) = () devient ° (0) et exp [—— fo sq(t)g; (t)dt| devient

o?E . N 5. . .. .
exp | =7 |- Ce dernier terme est commun a tous les L, et n’intervient pas dans la maximisation.

D’autre part, la fonction de Bessel modifiée d’ordre zéro est une fonction croissante positive.

Rechercher le maximum de Iy(x) équivaut tout simplement & maximiser xz. Puisque le facteur

Nio est constant, le détecteur optimal utilise le critére suivant

max
g=1

/0 ' r(t)s;‘(t)dt‘ (1.58)

1.6 Annexe 1.II : Etude des variations de P(S; — S))

La probabilité d’erreur par paire de signaux @-FSK multidimensionnels en détection non
cohérente dépend de deux parameétres

o’NE
X — 1.
= (1.59)
et
X, — o’F % sin(rAf,,T)\ > (1.60)
I Ny — A f,T ‘

Dans [64], il est montré que la probabilité d’erreur par paire diminue lorsque X; augmente —
soit une augmentation de I’énergie a corrélation fixe — ou bien lorsque X; diminue. Dans ce cas,
c’est le deuxiéme terme de la probabilité d’erreur qui diminue.

On note

w—N X[
= 5 et (155 )

=0
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Commencons par simplifier I’écriture de f(X;, X;).

Par définition, X; et

“+00
> gnxa(w
w=N
+o0o

= Y gvx(w
w=N

“+00

= > gnwia(w) [1-e
w=N
+o00o

= ZQN,Xi,I(w 1-1+e
w=N
“+00 +oo

= Y gvxawe XN

w=N f=w—N+1

positifs et f(X;, X;) est toujours positive.

Dérivons f(X;, X;) par rapport a X;.

0
0X;

=%/ (Xi, Xj)

+0o0
—e Y Z gn,x;,1(w) Z

+00 Xl
l=w—N+1

Z 9NX1,1

+oo Xé
Z gN.x;1 (W (
l=w—N
Xw N
e i Z gn,x; 1 (w (w =)

( X@l
f=w— N+1 E—l)

+o0 l
X _ &
14

l=w—N+1

+00 Xl
> D)

l=w—N+1
l
X
/!

X; sont positifs. Alors, gy x;,1(w) est une somme infinie de termes

Hoo Lo extt
X.
—‘ + Z gn Xl,l J Z Z!
l=w—N+1

+0o0 14

> £)
]
l=w—N+1 ¢

+o0 XZ
> %)

{=w—N+1

La dérivée de f(X;, X;) par rapport & X; est toujours positive. On en déduit que f(X;, X;)
est monotone croissante en X,;. Une diminution de Xj, c’est-a-dire un choix judicieux de la
répartition des fréquences, réduira f(X;, X;). Dans ce cas, la probabilité d’erreur par paire et
par suite la probabilité d’erreur seront minimisées.

Par ailleurs, f(Xj;, X;) et la probabilité d’erreur par paire sont toutes deux monotones dé-

croissantes en Xj.

Toute méthode générale de conception d’alphabets de signaux corrélés devra tenir compte de
ces deux résultats afin d’optimiser les performances atteintes.



39

Chapitre 2

Modulations codées a composantes
corrélées *

Le chapitre précédent a montré que l'utilisation de signaux corrélés permet d’augmenter
I'efficacité spectrale des modulations classiquement utilisées — en particulier les modulations Q-
FSK — dans les systémes de communications avec détection non cohérente. Malheureusement, si
I’on se contente de diminuer ’espacement fréquentiel, cette augmentation de Iefficacité spectrale
s’accompagne d’une dégradation significative des performances. L’étude de la capacité et un
exemple pratique d’alphabet de diversité 4 sur canal de Rayleigh ont montré qu’en construisant
des constellations multidimensionnelles & composantes corrélées, il est possible de compenser ces
pertes de performances. Enfin, nous avons remarqué que toute technique de codage ou de diversité
conduit & de telles constellations. Dans ce chapitre et dans le suivant, nous nous consacrons
uniquement & des constructions multidimensionnelles créées grace & diverses méthodes de codage.
Dans un premier temps, le canal considéré est gaussien.

La latence d’un schéma de codage est habituellement reliée au délai ou retard temporel
que ce dernier induit. Le délai maximal admissible est parfaitement déterminé par ’application
envisagée. Nous considérons des techniques de codage de faible latence : les modulations codées
en blocs [12][26][35][37] ou en treillis [15].

Le premier paragraphe décrit le modéle de transmission, ainsi que les deux techniques de
décodage envisagées. Le décodage classique & maximum de vraisemblance repose sur le critére
multidimensionnel optimal de détection non cohérente déterminé au chapitre 1. Le décodage sous-
optimal associe une démodulation non cohérente fondée sur le calcul de probabilités a posteriori
et un décodage & entrée souple.

De bons résultats sont obtenus sur canal gaussien avec les modulations codées en treillis ou
encore les réseaux de points [26] (équivalents & des modulations codées en blocs). Afin d’appré-
hender au mieux les caractéristiques et les avantages de ces deux méthodes, nous rappelons les
résultats importants les concernant.

*Les résultats de ce chapitre ont été présentés au Sizth Canadian Workshop on Information Theory, Kingston,
Ontario, Canada, juin 1999, et ont été publiés dans IEEE Communication Letters, octobre 2000.
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Finalement, nous nous intéressons aux performances des systémes codés. Le choix de ’espace-
ment fréquentiel n’est pas anodin : il est toujours important de veiller & ce que le gain d’efficacité
spectrale ne soit pas obtenu au prix d’une dégradation trop importante des performances. Dans
le cas des modulations codées en blocs, cet espacement fréquentiel peut étre relié aux paramétres
fondamentaux du réseau et on montre qu’il faut choisir un réseau dense [26] pour obtenir de
meilleures performances.

2.1 Codage faible latence pour les signaux corrélés

2.1.1 Modéle du systéme

Conformément aux notations introduites au chapitre précédent, Afy, T et 2F désignent
respectivement l'espacement fréquentiel, le temps symbole de la modulation Q-FSK et I’énergie
en bande de base des signaux de la Q-FSK.

Le modele de transmission pour un alphabet FSK multidimensionnel associé & des techniques
de codage faible latence est donné figure 2.1.

K bits d’information N composantes entiéres
T T T T T TS S TT TS T T oo oo |
! | N signaux
Source \ ' Codeur \ Modulateur || &
Binaire '| Faible Latence Q-FSK |
oo )
Code C
Canal sans mémoire
Détection
N x Q Observations Non Cohérente
K bits décodés (statistique suffisante)

/ / Banc de

<—| Décod
eeodent Filtres Adaptés

Fia. 2.1 — Modéle de transmission. Alphabet FSK multidimensionnel codé.

Chaque bloc de K bits d’information, (by,be,...,bx), est codé et sert a étiqueter N com-
posantes entiéres p,, n = 1,..., N, chacune d’entre elles appartenant & I’ensemble de taille @)
{£1,43,... ,£(Q — 1)}. p, est donc un symbole d’'une modulation d’amplitude (PAM, Pulse
Amplitude Modulation) de taille Q. Le schéma de codage est composé d’une modulation codée
en treillis ou d’un réseau de points (modulation codée en blocs). Les entiers p,, sont groupés pour
former un vecteur de dimension N, P = (py,...,pn). Les K bits d’information permettent ainsi
de coder M = 2¥ points de dimension N que l'on notera P,,, m = 1,..., M.

Le vecteur P, = (pm,1,---,Pm,~) est alors associé, par I'intermédiaire du modulateur, au si-
gnal Sy, = (Sm,1,- -, Sm,N). Chaque composante s, , = P, représente le choix d’une fréquence
parmi les Q possibles & l'instant n. Elle correspond a 1’émission physique du signal élémentaire
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Sm,n(t) issu de la modulation Q-FSK, précédemment défini au paragraphe 1.1.1 par

2F .
Smn(t) =1/ Teﬂﬂf’”’"t 0<t<Tetl<n<N

La fréquence élémentaire fp,, prend @ valeurs possibles uniformément séparées de Afy et
elle est proportionnelle a la miéme composante s, ,. Puisque s, , appartient & l’ensemble
{£1,43,...,£(Q —1)}, on a

Afo
fm,n = Pm,n X T

La concaténation du codeur faible latence et du modulateur FSK forme ainsi un nouveau code
noté C. Ce dernier délivre un signal appartenant a un alphabet FSK multidimensionnel codé de
M signaux Sy, m = 1,..., M de longueur N. Les composantes d’un signal multidimensionnel S,
peuvent étre émises sur des temps symboles consécutifs lorsqu’une seule porteuse est disponible,
ou réparties dans le plan temps-fréquence, lorsque 1’on dispose de plusieurs porteuses.

Le canal gaussien sans mémoire est caractérisé par une atténuation constante «, parfaitement
connue du récepteur, une phase aléatoire ¢, , uniformément distribuée sur [0, 27], inconnue du
récepteur et un bruit complexe by (t) additif blanc gaussien de densité spectrale de puissance
202 = 2Nj.

En supposant que le signal S; a été émis, on recoit le vecteur R(t) = (ri(¢),...,rn(t)) ou
pour tout n=1,..., N

ro(t) = aej‘z’i’"si,n(t) + by (¢)

Le détecteur non cohérent optimal & maximum de vraisemblance pour des signaux multidi-
mensionnels sur le canal gaussien se compose d’un banc de @) filtres adaptés aux () fréquences
possibles de la modulation FSK comme nous ’avons vu au paragraphe 1.2.2. L’observation
totale en sortie du banc de filtres est formée des M vecteurs (zp1,Zm2,...,Zm,N) Ol pour
m=1,....Metn=1,...,N

T
Tm,n = / n (t)s:‘n,n(t)dt = aej‘z’ian/j,:{m + bm,n
0

phm = fOT Sim(t)Smn*(t)dt est la corrélation de la niéme composante des signaux S; et Sy, et

by = fOT b(t)sm,n* (t)dt est un bruit discret complexe additif blanc gaussien de densité spectrale
de puissance 4EU§ =4NyFE.

En pratique, chaque composante r,(t) du signal R(t) est filtrée par les @ signaux FSK
sq(t) = 2E/Te?™at, g =0,...,Q — 1. La corrélation en sortie du giéme filtre adapté est
définie par

T
Tgp = / rn(t)s,(t)dl
0

|zn| = (|Zonls [Z1,n]s - |TQ—1,n]) est I'observation totale pour la composante n. L’ensemble des
N x @ valeurs |z,| qui forme une statistique suffisante en sortie du banc de filtres, est utilisée
par le décodeur qui délivre alors une estimation des K bits d’information.
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Dans le cas de signaux ayant méme probabilité a priori, le détecteur non cohérent & maximum
de vraisemblance est équivalent au détecteur maximum a posteriori. Les calculs qui conduisent
au critére de détection optimal et & ’expression de la probabilité d’erreur par paire P(S; — S;)
sont détaillés aux paragraphes 1.2.2 et 1.2.3. On obtient comme critére

N T
M « *
i 1L (| 70500

dont une expression plus simple et équivalente est donnée par

T
/ ra(£) S (Bt
0

N 2
M
max

m=1

(2.1)

n=1

tandis que

w-N (X)Z
P(S; — Sj) Z gn,x; ( Z gn.x; ( (1 — Z e_ng—J!> (2.2)

P1 P2

ot la fonction gy, x; (w) est définie par

1 X (N+k+w—-1),_
gvx(0) = gorv X ¢ g e

Les parameétres X; et X; dépendent des signaux S; et S; puisqu’ils sont directement reliés
aux coefficients de corrélation. Nous connaissons leurs expressions

N .
X, = o’NE ot X, = o’E Z sin(rAf,,T)\?
NU N() WAfnT

Afyn = fin — fjn est écart de fréquence entre les niémes composantes des signaux S; et S;.

La probabilité d’erreur par paire de I’équation (2.2) est constituée de deux termes. Le premier,
noté Pp, est fonction de X; et dépend de I’énergie du signal émis, tandis que le second, noté
P, est fonction de X; et est principalement lié aux corrélations entre les signaux. Lorsque
I’espacement fréquentiel de la modulation Q-FSK est égal & 1/T, les signaux élémentaires sy, 5, (%)
sont orthogonaux et le terme P, de Iéquation (2.2) est nul. Pour le cas que nous considérons
dans ce chapitre, Afy est strictement inférieur & 1/7"; les signaux élémentaires sont corrélés et
la bande est réduite. Dans ces conditions, X; et % sont strictement positifs. Nous veillerons par
conséquent & construire des alphabets qui garantissent une bonne distribution des corrélations
entre les signaux afin de minimiser Ps.

Le décodage exhaustif fondé sur l'utilisation du critére optimal (2.1) devient trés complexe
quand on travaille avec des alphabets de grande taille. Selon le schéma de codage choisi, nous
proposons deux types de décodeur. Le premier, détaillé au paragraphe 2.1.2, effectue un décodage
& maximum de vraisemblance. Le second, décrit au paragraphe 2.1.3 est sous optimal. Il repose
sur une démodulation non cohérente qui calcule les probabilités a posteriori nécessaires pour le
décodeur de réseaux de points.
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2.1.2 Deécodage a maximum de vraisemblance

Ce premier type de décodage est appliqué aux alphabets FSK muldidimensionnels codés par
une modulation codée en treillis. La structure du récepteur est illustrée figure 2.2.

nouvelle métrique K bits décodés
R(t) Banc de @ {zgn} Evaluation du critére \
— =t N Décodage
Filtres Adaptés St | Zmonl?

Décodeur de Viterbi
F1G. 2.2 — Structure du récepteur avec décodage & maximum de vraisemblance.

En sortie du banc de filtres adaptés, le critére de détection appliqué est le critére du maximum
a posteriori par blocs. Puisque tous les signaux émis ont méme probabilité a priori, celui-ci est
en effet parfaitement équivalent au critére du maximum de vraisemblance [11]. Les N x @) sorties
de filtres adaptés {z,,} sont directement utilisées pour calculer les M valeurs du critére de
détection optimal 22;1 |mmn|2 En effet, chaque valeur z,,, correspond & une sortie z,, ou
q = Sm,n est le numéro de la fréquence émise sur la composante n du signal Sy, .

Le décodage optimal au sens du maximum de vraisemblance d’un code convolutif est obtenu
par la recherche dans le treillis du code de la séquence la plus probable [57] au moyen de l’al-
gorithme de Viterbi [34][72]. Selon la nature de l’estimation fournie par le démodulateur (dure
ou souple), les métriques utilisées seront respectivement une métrique de Hamming ou une mé-
trique euclidienne. Une métrique cumulative est évaluée le long du treillis du code. On appelle
survivants les chemins conservés a 1’étape ¢ du décodage. Il y a un unique survivant par état, et
autant de survivants que d’états. Chaque survivant est associé a une valeur de la métrique. A
un instant donné, le choix entre deux chemins possibles se fait en conservant celui de métrique
minimale. Si deux ou plusieurs chemins ont la méme métrique, on en choisit un aléatoirement
parmi les candidats possibles.

Soit un code convolutif binaire (k,n) de longueur de contrainte L. Le treillis de ce code
comporte 25(L—1) gtats. L’algorithme nécessite donc la mise en mémoire de 25(L—1)
et 25(L=1) métriques a chaque étape. La complexité de I’algorithme de Viterbi varie exponen-
tiellement avec k et L. Afin de ne pas trop souffrir du retard di au décodage, on peut modifier
I’algorithme et effectuer le décodage sur une fenétre glissante de taille finie W. Si on choisit W
de telle sorte que W > 5L, les performances du décodage ne sont pas dégradées [57].

survivants

Nous utilisons les sorties du banc de filtres adaptés pour évaluer de nouvelles valeurs des
métriques. L’algorithme de Viterbi s’appuie ainsi sur le treillis de la modulation codée en treillis,
schéma pour lequel nous appliquons cette méthode optimale de décodage. Le paragraphe 2.2.2
décrit plus précisément le calcul des métriques, tandis que les résultats de simulation sont donnés
au paragraphe 2.4.

Notons que ce décodage bloc classique convient bien aux TCM car I'étiquetage est optimisé
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de facon & garantir une distance minimale maximum entre les signaux ou de maniére équivalente
d’une branche & 'autre du treillis.

2.1.3 Démodulation non cohérente APP et décodage a entrée souple

Cependant, la mise en ceuvre du décodage ML n’est pas toujours évidente. Si dans le cas des
TCM, cela se traduit par une simple modification du calcul de la métrique dans I'algorithme de
Viterbi, les choses deviennent plus complexes pour les réseaux de points. Un décodage ML du
code C (concaténation du réseau et de la modulation Q-FSK) revient a évaluer le critére (2.1)
de maniére exhaustive pour les 2K points du réseau (K étant le nombre de bits d’information
par point). Par exemple, K = 11 pour le réseau D4 de Schlafli en dimension 4; K = 20 pour le
réseau Fg de Gosset en dimension 8 et K = 48 pour le réseau Agy de Leech en dimension 24.
Le nombre de points et par conséquent la complexité du décodage augmentent rapidement. Ces
derniers deviennent alors des facteurs prohibitifs & I'utilisation d’une telle technique de décodage.
Par ailleurs, on connait plusieurs algorithmes qui permettent de décoder les réseaux de points
sur canal gaussien. Décrites au paragraphe 2.3.5, la plupart de ces techniques reposent sur le
décodage a entrée souple des codes en blocs [25]. L’algorithme de décodage par spheéres [17][76],
quant & lui, est un décodeur ML de faible complexité pour les constellations de réseaux de points.
Tous ces algorithmes nécessitent une information souple sur les symboles en entrée.

Si une décision est prise en faveur de la plus grande valeur en module de la sortie du giéme
filtre adapté pour la niéme composante x4 5, on obtient une estimation dure du point émis. Nous
cherchons ici & associer la démodulation non cohérente aux décodeurs connus de réseaux de
points ; il nous faut donc convertir les sorties du banc de filtres adaptés en informations souples
sur les symboles émis. La structure du récepteur sous-optimal obtenu est donnée figure 2.3. La
sous-optimalité est directement liée au bloc “Convertisseur signal-APP” que nous allons décrire.

Probabilités a posteriori K bits décodés
R(t) Banc de Q {zgn} Convertisseur \ Décodeur \
— A entrée souple|———=
Filtres Adaptés signal-APP du réseaup

F1G. 2.3 — Structure du récepteur avec décodage APP.

L’entrée souple fournie au décodeur de réseau de points doit étre sous la forme d’un vecteur de
N composantes. On la note P = (p1,po,...,pn). Nous proposons de calculer chaque estimation
souple p,, comme suit

Pn = Z 2¢ — Q@+ 1)APP(g,n) (2.3)
q=0

ou APP(q,n) désigne la probabilité a posteriori de la fréquence g a l'instant n. Par définition,

APP(Qvn) = p(q/|x0,n|, |£E1,n|, sy |xQ—1,n|)

Les @ fréquences de la modulation sont équiprobables et 'observation |z,| est la méme a un
instant n donné pour les @) calculs. Par conséquent, une simple application de la loi de Bayes
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donne

APP(g,n) o< p(|zonls [21,n], -5 [2Q-1,n]/4) (2.4)

Lorsque les signaux FSK sont orthogonaux, les sorties du banc de filtres adaptés sont par-
faitement indépendantes les unes des autres. Dans ce cas, la densité de probabilité conjointe
conditionnellement & la fréquence g de I’équation (2.4) s’écrit comme le produit de probabilités
conditionnelles marginales. Les simulations ont montré que l'utilisation de cette approximation
reste valable lorsque les signaux sont corrélés, c’est-a-dire pour des valeurs de ’espacement fré-
quentiel Afy < 1/T. Nous utilisons donc I’expression sous-optimale suivante de la probabilité a
posteriori APP(q,n)

Q-1
APP(q,n) o« [] p(|zknl/q) (2.5)
k=0

Rappelons que les sorties des filtres adaptés sont données par
ekl = i 1

Puisque nous supposons que les signaux sont orthogonaux, et si la fréquence ¢ correspond a
la fréquence émise sur la composante n du signal (c’est-a-dire s;, = ¢), la variable aléatoire
|24,| suit une loi de Rice de parameétre 32 = 4a*E? ( z,, est une variable aléatoire gaussienne
complexe non centrée de variance 0%,,, = 4E%0?)

2, 32
/q) = —|$2q’n| exp (— |$q’2n|2 +h >Io<|$an|ﬁ>

Rice Rice Rice

p(|Tgm

tandis que les Q — 1 variables aléatoires |z, |, k # ¢, suivent une loi de Rayleigh ( zj , est une
variable aléatoire gaussienne complexe centrée de variance O’%%ayl = 4E%0?)

|Zg.nl |Zgnl®
p(|zknl/q) = U;’” exp m

T 9 2
Rayl 20Rayl

En effet, par définition, "autocorrélation /ﬁf est égale & I’énergie des signaux FSK en bande
de base, soit 2F. Par ailleurs, le bruit by est un bruit filtré. Les valeurs APP(q,n) décrites par
Péquation (2.5) sont ensuite normalisées afin d’assurer des probabilités a posteriori comprises
entre 0 et 1.

Le bloc “Convertisseur signal-APP” est chargé de mettre en ceuvre les opérations ainsi décrites
pour chaque composante & 'instant n : calcul des () vraisemblances p(|zi,|/q), 5 =0,...,Q —1,
calcul des @ probabilités a posteriori APP(q,n) et normalisation de ces @ valeurs. Aprés N
utilisations de ce bloc, on évalue le point P qui sera présenté en entrée du décodeur de réseau de
points.

Décrivons a présent le calcul des probabilités a posteriori APP(q,n) tant dans le cas d’une
transmission sur canal gaussien que sur canal de Rayleigh.
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2.1.4 Calcul des APP pour le canal gaussien

La transmission est tout d’abord envisagée sur un canal gaussien de gain unitaire & = 1. Une
expression plus précise de la probabilité a posteriori peut alors étre calculée par

Q-1 )
|xq,n| |95q,n|2 +4E° 2|93q,n| |$k,n| |$k,n|
APP(g,n) o s | =g ol 3g.z ) % 11 15202 TP\ TgE2o?

k=0,k#q
ou de maniére plus compacte
T loeal 1\, ([#aal [zl
APP(q,n) « (1:[ W) X exp (_F>IO (m> X exp (— kz_o 8E202>

Aprés normalisation, on obtient

Q-1 |zg nl 1 Tq, Q-1 |zp,n|?
( k=0 1E%02 XeXp(_?)IO ‘2Eq‘:2| X exp (=X 50 spoor

2
Q*l Q*l ‘mk,n| 1 |mx,n‘ Qfl ‘xk,np
EX:O k=0 1E%02 ) X €XP (_W)IO b7 ) X exp (=2 p g spter

APP(g,n) =

soit

APP(q,n) = (2.6)

2.1.5 Calcul des APP pour le canal de Rayleigh

Sur un canal de Rayleigh de gain «, les expressions se récrivent comme suit

2 4 2E2 9 Q-1
APPlana) e (P ) (M) < T1 e (i

2

1R202 86257 iBo” )" 4L AP P\ T 8E202

Avant normalisation, on obtient
Q-1

Q-1 2
|2kl o |Zgnl |2kl
11 1207 X exp ~552 Iy a—2E02 xexp | — Z SH2o2 (2.7)

APP(g,n/a) (

Lorsque la détection est non cohérente, deux possiblités se présentent. Dans le cas d’évanouis-
sements lents, et bien que la phase soit inconnue du récepteur, on peut envisager d’estimer la
puissance regue. On dispose alors d’une valeur connue du gain du canal «. Ainsi, 'expression de
APP(g,n/a) se simplifie. Tout calcul fait :

a|Tg,n|
1%z

—1 n
>0 fo(des)

APP(gq,n) = (2.8)

)
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En revanche, si les évanouissements sont rapides, on ne pourra plus estimer correctement la
puissance regue. Dans ce cas, il s’agit de moyenner les probabilités a posteriori APP(q,n/«) par
rapport a a. L’expression devient

APP(q,n) = /000 APP(g,n/a)p(a)da

ot p(a) = 2ae™",

Seuls les termes de APP(¢,n/«) contenant « sont importants pour le moyennage. Ainsi, le

2
facteur (HkQ;OI fE’ZZL) X exp (— Ve LfE'“’Q”U‘2> est volontairement oublié dans le calcul qui suit.
Alors,

> o’ altgn)| —a?
APP(q,n) oc/o exp <—F>Io< 5 2 2ce”* da

En utilisant le changement de variable v = a?, on a

APP(g,n) x /Ooo exp (— [% + 1] u> I (%ﬁ) du (2.9)

L’intégrale ci-dessus est connue et donnée par [41]

/OO ~arp, (2v/Bx)d oo Lv+1) BY Re(a) >0 et Re(w)> -1 (2.10)
e x)dx = —M_ = e(a et Re(v) > — .

0 2 VaBT(2v+1) Y*\a

M_, /Q,V(t) est la fonction de Whittaker. On en connait une expression générale en fonction de

®(t), fonction hypergéométrique dégénérée [41]

2 1
M) ,(z) = PARTREE ) (u - A+ 5,2@ + 1;z>

1 b= [z, |
2027 7 7 16E20%

L’intégrale de ’équation (2.9) peut étre identifiée & celle de (2.10) ot ¢ = 1+
et v = 0. On obtient
b

€2a

b
M, —
\/@ 1/2’0(0,)

En utilisant la propriété ®(£,&; z) = €%, on trouve
b b b
H/]_ — — — _
1/2,0 (a) a exp <2a>

APP(q,n) x lexp (é>

a a

APP(q,n) x

Finalement,

En remplacant a et b par leur valeur et en simplifiant, on obtient

20 |Zg.n|?
APP — Rl
(4,m) o 1+ 202 P <8E202(1 + 202)>
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Tous les termes volontairement oubliés pour le moyennage sont identiques, quelle que soit la
valeur de ¢. Ainsi, aprés normalisation, les probabilités a posteriori APP(q,n) pour un canal de
Rayleigh variant rapidement sont données par

ex |Zq,n]?
P 88702 (1207)

APP(Qan) = 0-1 2y n|?
2 x=0 €Xp (m)

(2.11)

En pratique, lorsqu’il est possible de considérer 202 << 1, une expression plus compacte des
APP de la formule (2.11) est

APP(q,n) =

= g (2.12)
ZX:O eXp (SE)I<,27;—2>

Il s’est révélé nécessaire de modifier légérement les probabilités a posteriori des équations
(2.6), (2.8) et (2.12) afin d’obtenir des expressions numériquement stables pour les simulations.
C’est pourquoi nous avons utilisé les approximations adéquates de la fonction de Bessel

1+2 r<1
Iy(z) ~ )
% r>1

Par ailleurs, les rapports faisant intervenir des exponentielles ont été multipliés au numérateur
et au dénominateur par une exponentielle de normalisation.

2.2 Les modulations codées en treillis

Les modulations codées en treillis introduites par Ungerboeck [68]-[70] proposent d’intégrer la
modulation au processus de codage, ce qui permet d’obtenir un gain significatif et donc d’éviter
de gaspiller bande et puissance de canal. Elles sont principalement utilisées dans les modems
téléphoniques, les communications par satellite et les transmissions sur faisceaux hertziens.

2.2.1 Principe

La TCM permet d’associer directement le symbole de la modulation & un groupe de bits,
selon le critére de maximisation de la distance Euclidienne minimale entre deux mots de code et
de minimisation du nombre de voisins & distance fixée. Cette opération repose sur 1’étiquetage,
par exemple de Gray ou d’Ungerboeck, d’un ensemble partitionné.

Deux exemples de partitionnement sont donnés figures 2.4 et 2.5 pour une modulation de
phase de taille 8 (8-PSK, Pulse Shift-Keying) et une modulation d’amplitude en quadrature de
taille 16 (QAM-16, Quadrature Amplitude Modulation) respectivement. Chaque sous-ensemble
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posséde une étiquette composée d’autant de bits que le nombre de niveaux le séparant de la
modulation initiale. En dernier lieu, chaque point posséde une étiquette de logy(M) bits, on
M est le nombre de points dans la modulation partitionnée. La distance minimale est la méme
dans tous les sous-ensembles d’'un méme niveau de partitionnement. Dans le cas de la 8-PSK,
I’augmentation n’est pas régentée par une formule particuliére. Tandis que dans le cas des mo-
dulations rectangulaires de type QAM, la distance minimale au carré double entre deux niveaux,
c’est-a-dire d;y1/d; = v/2, Vi. En régle générale, on ne descend pas au niveau des singletons de la
partition. En effet, le choix du niveau de partitionnement permet de travailler avec des alphabets
réduits qui présentent de bonnes propriétés de distance et d’établir ainsi un compromis entre la
taille de I'alphabet sélectionné — elle induit une borne supérieure sur la distance minimale — et
la complexité du décodeur.

V 7N

& © 9o 9D
YNNI N
COSDODODDO

010
F1G. 2.4 — Partitionnement et étiquetage d’Ungerboeck d’une modulation 8-PSK.

@\

Ce compromis établi, on construit la modulation codée en treillis selon le principe décrit
figure 2.6 : les m = k1 + ko bits d’information sont répartis en deux groupes

— ko bits codés par un code convolutif de rendement ky/n qui permettent de choisir un

sous-ensemble de la partition au niveau considéré.

— k1 bits non codés qui déterminent le point considéré dans le sous-ensemble choisi.

On calcule classiquement le gain asymptotique d’'une TCM en comparant les performances de
la modulation codée en treillis & celles d’un systéme non codé de méme efficacité spectrale. Ainsi,
une TCM de rendement 2/3 associée & une modulation 8-PSK est-elle comparée & une modulation
4-PSK non codée car elles ont la méme efficacité spectrale de 2 bits/symbole ou 2 bits/s/Hz.
Selon le type de la modulation sous-jacente utilisée (PSK ou QAM), le gain asymptotique, en
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FiG. 2.5 — Partitionnement et étiquetage d’Ungerboeck d’une modulation QAM-16.
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FiG. 2.6 — Schéma, de principe d’une modulation codée en treillis en émission.
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ou les indices ¢ et nc représentent respectivement les systémes codés et non codés. E désigne
I’énergie de la modulation sous-jacente et d2,.
TCM, c’est celle des sous-ensembles au niveau considéré dans la partition prise en compte. Par
ailleurs, Ungerboeck [57] donne les tables des valeurs de gains asymptotiques pour différentes
TCM. On observe qu’il est assez facile d’atteindre un gain de 6 dB. Au dela, les systémes sont
plus complexes & mettre en ceuvre; le peu de gain supplémentaire alors obtenu ne justifie pas

une telle complexité.

la distance minimale au carré. Dans le cas de la

Particuliérement adaptées aux modulations de type QAM, les TCM présentent un certain
nombre d’avantages comme ’ont montré les nombreuses recherches dont elles ont fait ’objet
[35]|40][69][70]|78]. Elles permettent ainsi d’établir un compromis entre le gain de codage ob-
tenu et la complexité de mise en ceuvre, tout en offrant la possibilité d’exploiter les propriétés
d’invariance rotationnelle, trés utiles lorsque la détection est non cohérente.

Nous verrons au paragraphe 2.3 qu’il est possible de construire des modulations codées en
blocs [22] en substituant un code en blocs au code convolutif de la figure 2.6. Cette construction
est a rapprocher des réseaux de points.

2.2.2 Décodage ML : nouvelle métrique pour l’algorithme de Viterbi

L’utilisation des codes convolutifs dans les schémas de modulations codées permet d’utiliser
I’algorithme de Viterbi. Le calcul de la métrique est alors adapté en fonction du schéma de
codage. Envisageons le cas simple d’un codage convolutif sur un canal gaussien cohérent de gain
unitaire, pour lequel la phase ¢ est connue du récepteur. En supposant que le symbole I, d'une
modulation d’amplitude de taille @ (PAM-Q) a été émis, on recoit r(t) = I, + b(t) ou le bruit
b(t) est additif blanc gaussien réel de moyenne nulle et de variance o2. Si le démodulateur fournit
une estimation souple du signal émis, on minimisera la distance euclidienne dg = ||r(t) — I,|]?.
Mais si 'estimation est dure, c’est-a-dire sous la forme d’une séquence erronée de bits codés,
on minimisera la distance de Hamming dy = Zﬁl ri — Iq; ou r; et Iy, désignent le bit 4 des
étiquettes de r et 1.

Dans notre cas, le schéma de codage est assimilé & une modulation codée en treillis de
rendement R. Chaque groupe de K bits sert & étiqueter N symboles p,, d'une PAM-(Q) associés &
N signaux d’une Q-FSK par 'intermédiaire du modulateur. Lorsque I'algorithme de Viterbi est
utilisé pour décoder une modulation codée en treillis, il est commun de considérer que chaque
branche du treillis correspond & un des symboles de la modulation. L’algorithme de décodage
fournit une estimation des symboles décodés en deux étapes [57]. On en déduit ensuite les bits
d’information puisque l'étiquetage bits-symboles est défini. Pour pouvoir procéder de la méme
fagon dans notre modele, R doit vérifier K x R = N x logy(Q). Chaque branche du treillis
correspondra alors & un symbole de la modulation PAM de taille @) ou de maniére équivalente a
un signal de la modulation Q-FSK. Dans ces conditions, le critére de ’équation (2.1) est utilisé
pour calculer une nouvelle métrique.

L’algorithme de Viterbi effectue la minimisation d’une métrique additive sur tous les che-
mins possibles dans le treillis. Le critére (2.1) nécessite de maximiser la somme des valeurs de
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corrélation. La nouvelle métrique du décodeur de Viterbi est

min {— E |xm,n|2}
m
n

2.3 Les réseaux de points

Outil mathématique connu depuis plus d’un siécle, les réseaux de points ont de nombreuses
applications relatives a des domaines diverses. Les mathématiques, ou ils sont utilisés dans les
travaux sur les groupes, les corps finis ou encore les formes quadratiques; la cristallographie,
ou ils servent & modéliser le comportement de certains composés chimiques; et plus récemment
la théorie des communications numériques, désormais grand domaine d’application des réseaux
de points. En effet, depuis ’apparition des modulations codées au début des années 1980, les
réseaux se sont révélés étre un bon moyen pour construire des constellations de grande taille
a énergie minimale, candidates aux transmissions & efficacité spectrale élevée. Ces derniéres
sont utilisées en tant que modulations aussi bien sur le canal gaussien que sur les canaux a
évanouissements. Les constellations optimales — au sens de la minimisation de la probabilité
d’erreur — construites a partir des réseaux les plus denses, exploitent pleinement leurs propriétés
géométriques et conduisent a d’excellentes performances sur canal gaussien. Sur les canaux a
évanouissements, ce sont les réseaux & grande diversité qui présentent les meilleurs résultats : la
redondance qui lie les composantes d’'un point du réseau est utilisée pour récupérer I'information
qui a subi les perturbations du canal lors de la transmission.

Le probleme de 'empilement de sphéres est connu depuis longtemps en mathématiques ou la
recherche du meilleur empilement — celui qui permet de placer le plus de sphéres possible dans
un espace de dimension NN tout en minimisant le volume des zones non occupées — est l'objet de
nombreuses études. La solution en dimension N = 3, formalisée par la conjecture de Kepler en
1609, a pu étre démontrée trés récemment. Elle correspond & 'empilement cubique a face centrée
(fec) présenté figure 2.7. Les sphéres occupent une portion 7/ V18 ~ 74,048% de l'espace total
appelée densité de ’empilement.

F1G. 2.7 — Empilement cubique & face centrée (vu de coté).

Un réseau de points est un empilement particulier de sphéres possédant une structure de
groupe [26]. Les sphéres de ’empilement ont toutes méme rayon. Elles garantissent ainsi une
distance minimale entre les centres qui constituent les points du réseau.
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Apres avoir présenté les paramétres fondamentaux utiles & la définition et a I’étude plus
précise des réseaux, nous détaillons deux méthodes de construction de réseaux de points. Puis
nous montrons que les réseaux peuvent étre, dans certains cas, assimilés a des modulations
codées en blocs. Enfin, nous décrivons deux techniques de décodage : le décodage par spheéres et
le décodage a entrée souple.

2.3.1 Définition des paramétres fondamentaux

IN, Z et IR désignent respectivement les ensembles des entiers naturels, des entiers relatifs et
des réels. RYN est un espace euclidien de dimension N muni d’une distance. Un point ou vecteur
de RY est noté x = (1,...,zy), oil les composantes z; sont des éléments de IR. La notation (.)*
sur un vecteur ou une matrice indique la transposition. Pour tout réel a € IR, ax est le vecteur
de composantes (azxy,...,azy). La norme euclidienne d’un vecteur x est notée ||x||. Enfin, une
spheére de IRY, de rayon p et de centre u = (uy,...,uy) désigne 'ensemble des points x qui
verifient ||x — u||? = (z1 — u1)? + (22 —u2)? + --- + (zn — un)? = p°.

Définition 2.3.1 (réseau de points)
Un réseau de points est un sous-groupe discret de rang N de RY [60].

On peut encore définir les réseaux de points complexes.

Définition 2.3.2 (réseau compleze)
Un réseau complexe est un sous-groupe discret de rang N de CV, ot C est le corps des
complezes.

Nous travaillons exclusivement avec des réseaux de rang plein, ainsi, leur dimension N est
toujours égale & la dimension de 1’espace.

D’un point de vue algébrique, un réseau A est un Z-module, engendré par une famille de N
vecteurs indépendants vi,va,...,vy de IRY. C’est donc ensemble des points

a1vi 4+ agveo +---+aNyvy ai,...,aN € Z

Par ailleurs, le réseau peut aussi étre vu comme le groupe additif formé de ’ensemble des centres
des sphéres de I’empilement. Par définition d’un groupe additif, I’élément O appartient & A. Et
puisque la topologie du groupe est invariante & toute translation, nous pourrons nous restreindre
a ’étude de ce qui se passe autour de l'origine 0 pour connaitre le comportement autour de tout
point de A.

Définition 2.3.3 (base du réseau)
La famille des N wvecteurs vi,vo,..., vy constitue une base du réseau et N est la dimension
ou le rang de A.

Définition 2.3.4 (sous-réseau)
Un sous-réseau de A est un sous-groupe de RY ou de CV inclus dans A.
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Un réseau est dit entier s'il est un sous-réseau du réseau Z¥. Ce dernier est un exemple classique
de réseau, chacun de ses points posséde N composantes entiéres. Il est souvent utilisé comme
étalon pour comparer les réseaux.

Définition 2.3.5 (constellation)
Une constellation C extraite d’un réseau de points A est un sous-ensemble fini du réseau A.

Définition 2.3.6 (matrice génératrice)
Les vecteurs vi,va, ..., vy de la base du réseau de points forment les lignes d’une matrice appelée
matrice génératrice du réseau.

Dans toute la suite, nous travaillons en convention “ligne”. En notant v; = (vj1,...,vjN) pour
1=1,..., N, la matrice génératrice du réseau est donnée par
vir -t VIN
t . .
M = (V1,V2,...,VN) = : : (213)
UN1 " UNN
Un point x = (z1,...,zy) du réseau peut donc s’écrire x = zM ou z est un vecteur de ZN . Le

réseau A correspond dans ce cas au résultat d’une transformation linéaire définie par la matrice
M appliquée au réseau cubique Z. Notons par ailleurs qu’il existe plusieurs choix possibles de
la base (vq,va,...,vy). Par conséquent, la matrice génératrice du réseau n’est pas unique.

Définition 2.3.7 (matrice de Gram)
La matrice de Gram G, du réseau est la matrice définie par

Gy = MM

ot M est la matrice génératrice du réseau.

Par construction, les éléments g;;,7,7 = 1,..., N de la matrice de Gram sont les produits scalaires
des paires de vecteur de la base, c’est-a-dire g;; = v;.v; = ch\;l V;ikVk;- La matrice G est définie
positive et symétrique. Ses éléments diagonaux sont égaux au carré des normes des vecteurs de
la base.

Définition 2.3.8 (parallélotope fondamental, volume fondamental)

La région de Uespace P = {x € RV /x = ajvy + agvy + - +ayvy, 0 < a; < 1} est le pa-
rallélotope fondamental du réseau. Son volume fondamental est le volume du parallélotope
fondamental, noté vol(A).

Le module |det(M)| du déterminant de la matrice génératrice M n’est autre que le module
du produit vectoriel vi Avo A--- Avy des N vecteurs de la base du réseau. Par définition, ce
dernier module est encore égal au volume délimité par ces mémes N vecteurs. Alors, puisque
les vecteurs de la base délimitent le parallélotope fondamental, |det(M)| est aussi le volume
fondamental du réseau.
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Par abus de langage, on note |det(M )| = det(A) = vol(A). De plus, en cas de changement de
base, la nouvelle matrice génératrice M’ = UM, on U est la matrice de passage entre I’ancienne
et la nouvelle base, est telle que |det(M')| = |det(U)||det(M)|. En tant que matrice de passage,
U est unitaire, donc |det(U)| = 1. Le volume fondamental du réseau reste inchangé. Ainsi, alors
que le parallélotope fondamental, directement lié & la base du réseau, n’est pas unique, le volume
fondamental est, lui, indépendant du choix de la base.

Définition 2.3.9 (cellule de Voronoi)
La région de l’espace associée a un point u du réseau A définie par

V() = {x € R"/|lx —u|| < [[x — yll,y € A} (2.14)

est appelée cellule ou région de Voronoi de u.

Les frontiéres des cellules de Voronoi correspondent aux médiatrices entre le point central de la
cellule et chacun de ses voisins. Puisque le réseau est invariant par translation, on constate que
toutes les cellules sont identiques et de méme volume, égal au volume fondamental du réseau. On
parlera de “la cellule de Voronoi” du réseau A représentée par V(0), la cellule centrée sur ’origine.
Les différentes cellules de Voronoi constituent un pavage complet de I'espace, a la différence de
I’empilement de sphéres.

Définition 2.3.10 (rayon d’empilement, rayon de recouvrement)

Le rayon d’empilement p (respectivement rayon de recouvrement R) d’un réseau A est le
rayon de la plus grande (respectivement la plus petite) sphére inscrite (respectivement circonscrite)
a la région de Voronoi.

Les sphéres d’empilement ont toute méme rayon p. La distance minimale dgp,;, entre les
points du réseau est alors donnée par

dEmin = 2p (2.15)

La figure 2.8 permet de visualiser tous les paramétres élémentaires définis ci-dessus dans le
cadre du réseau hexagonal Ay de dimension 2, réseau le plus dense dans IR%. Une base est formeée
des deux vecteurs vy, vs.

Définition 2.3.11 (densité du réseau)
La densité de remplissage d’un réseau, ou densité, notée A est donnée par le rapport du volume
de la sphére de ’empilement et du volume fondamental

volume d’une sphere Vi x N

= 2.16
volume fondamental vol(A) (2.16)

On définit également la densité centrée 6, souvent plus facile a exprimer que la densité du
réseau :

(2.17)
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() Point du réseau

\
' | Sphére de I'empilement

Cellule de Voronot

Parallélotope fondamental

Vi

FiG. 2.8 — Le réseau hexagonal Ay et ses paramétres fondamentaux.

ot Vy est le volume d’une sphére de dimension N et de rayon unité, donné par la formule

aN/2

; /2 (N/2)! N par (2.18)
N=3SnNoen |
(N/2+1 - !
(N/ ) QN (N 1)/;(!(N_1)/2). N impair

Définition 2.3.12 (coefficient d’erreur)
Le coefficient d’erreur 7(A) (kissing number) d’un réseau A est le nombre de sphéres tangentes
a une sphére donnée.

Le réseau étant invariant par translation, la valeur de 7(A) ne dépend pas de la sphére considérée.
Pour le réseau hexagonal A, de la figure 2.8, on a 7(As) = 6 puisque chaque point du réseau
posseéde six voisins situés a la distance minimale dgmip .-

La figure 2.9 représente le modéle d’un systéme de transmission mettant en ceuvre une constel-
lation issue d’un réseau de point. Les bits d’information, provenant d’une source binaire aléatoire,
sont étiquetés afin de choisir le point x du réseau A qui sera émis sur le canal. Nous considérons
soit le canal & bruit additif blanc gaussien, soit le canal de Rayleigh non sélectif & évanouissements
indépendants.

bits d’information bits décodés

— > Etiquetage Réseau Canal saussien Detection ML ——=
ou de Rayleigh

F1G. 2.9 — Modéle d’un systéme de transmission incluant un réseau de points.

Performances sur canal gaussien

Sur canal gaussien, la probabilité d’erreur par point notée P, d’un tel systéme décroit expo-
nentiellement lorsque le rapport signal-a-bruit Ej,/Ny augmente. Dans le cas d’une constellation
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cubique, la probabilité d’erreur est bornée [17] par :

dz, .. Ey3n
P <7(M)Q (\/N/%/ET(A)FUQ_"> (2.19)

ou la fonction Q(z) vérifie

1 T 1 . »

z) = —erfc [ —= ) < Ze @ /2
W =3 (\/5 ) T2

et n désigne efficacité spectrale par deux dimensions, c’est-a-dire le nombre de bits d’information

émis par deux dimensions.

L’expression 2.19 nous améne & définir le gain fondamental du réseau.

Définition 2.3.13 (gain fondamental)
On appelle gain fondamental d’un réseau en dimension N le rapport
d2E‘mm N/2
—Bmin__ — 4 % “R/s (2.20)

NR/vol (A)

ou dpmin est la distance euclidienne minimale de A, vol(A) son volume fondamental et 0 sa
densité centrée. y(A) est encore le gain du réseau par rapport au réseau entier zN puisque
v(Z") = 1/1 = 1. Fonction de la densité du réseau, le gain fondamental influence directement
les performances du réseau de points : plus il est élevé, meilleure sera la probabilité d’erreur P,.
On notera que la seule connaissance de la densité centrée 0 est suffisante au calcul de ~.

Y(A) =

Par ailleurs, il est utile de noter que le gain d’une constellation cubique extraite d’un réseau
est égale au gain fondamental du réseau. Toute transformation par rotation, symétrie, homothetie
ou composition de la constellation cubique laisse le rapport distance minimale sur volume fonda-
mental inchangé. Dans le cas de constellations de forme non cubique, v(A) augmente ou diminue
suivant le moment de second ordre (c’est-a-dire I’énergie moyenne par point) de la constellation,
selon la forme de la frontiere de C dans IRY. On définit alors le gain total du réseau, qui tient
compte des caractéristiques fondamentales du réseau A et de la forme de la constellation.

Définition 2.3.14 (gain de forme, gain total)
Le gain total y(C) d’une constellation C issue d’un réseau de points A est le produit du gain
fondamental v(A) par un coefficient vs(C) appelé gain de forme.

Y(C) =v(A) x75(C) (2.21)

Par définition, le gain de forme d’une constellation cubique est donc égal a 1. Par ailleurs, la
forme sphérique minimise ’énergie moyenne de C grace & la répartition homogéne des points
autour de l'origine. Alors, le gain de forme (C) est maximal lorsque C est sphérique. On peut
montrer que ce gain de forme tend vers me/6 & 1.533 dB lorsque N tend vers l'infini [17]. Il reste
donc relativement faible, ce qui conduit bien souvent & des constellations cubiques beaucoup plus
pratiques & utiliser.
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Performances sur canal de Rayleigh

Sur canal de Rayleigh, 'application de la borne de 'union et le calcul des probabilités d’erreur
par paire permettent d’obtenir une expression de la probabilité d’erreur

N
1 K,
P<s y (2.22)

ou Ky est une constante positive qui dépend uniquement des caractéristiques du réseau [46] et
ou L est la diversité du réseau définie comme suit :

Définition 2.3.15 (diversité)
L’ordre de diversité ou diversité L d’un réseau A est le nombre minimal de composantes diffé-
rentes entre deux points quelconques distincts x ety du réseau

L = min dy(x,y) (2.23)
x),(};éEyA

Asymptotiquement, la borne (2.22) décroit linéairement avec la diversité L.

La table (2.1) fournit une liste des parameétres fondamentaux des différents réseaux de points
parmi les plus célebres [26] : leur nom A, leur dimension N, leur densité A, fonction décroissante
de N, leur densité centrée 4, leur gain total v en dB et enfin leur coefficient d’erreur 7(A),
fonction croissante de N. Parmi les réseaux les plus importants, on remarquera le réseau fcc Ds,
le réseau de Schlafli Dy, le réseau de Gosset Ejg, le réseau de Barnes-Wall BWig, ou encore le
fameux réseau de Leech Aoy.

2.3.2 Constructions A et B

Les codes correcteurs d’erreurs permettent de construire des empilements de sphéres trés
denses dans I'espace euclidien IR™ [26]. Parmi les autres méthodes, citons par exemple la construc-
tion par découpage, par couches ou a partir de corps de nombres. Nous utilisons indirectement ce
dernier cas dans le chapitre 4. Pour une description détaillée des méthodes non développées dans
ce paragraphe, le lecteur consultera 'ouvrage encyclopédique de Conway et Sloane [26]. Nous
nous limitons ici aux constructions A et B classiques qui permettent de fabriquer des réseaux de
points entiers & partir des codes linéaires.

Définition 2.3.16 (décomposition binaire)
Soit e € Z. La décomposition binaire de [’entier relatif e est obtenue en le projetant sur la
base formée par les puissances de 2, soit

o.¢]
e= Z es2 (2.24)
£=0

ot les composantes ey appartiennent a l'ensemble {0,1}. La notation binaire complémentaire est
utilisée pour écrire les entiers négatifs.
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N A A 0 VdB (A

1 A= A, 1.0 0.5 0.0 2

2 | A=A, | 0.90690 | 0.28868 | 0.62 6

3 | A;=D; | 0.74048 | 0.17678 | 1.00 12

4 | Ay=D; | 061685 | 0.12500 | 1.51 24

5 | As;=D; | 0.46526 | 0.08839 | 1.81 40

6 | Ag=FEg | 0.37295 | 0.07217 | 2.22 72

7 | Ar=E; | 0.29530 | 0.06250 | 2.58 126

8 | As=Es | 0.25367 | 0.06250 | 3.01 240

9 Ao 0.14577 | 0.04419 | 3.01 272
10 At 0.09202 | 0.03608 | 3.14 336
11 K 0.06043 | 0.03208 | 3.30 432
12 A1 0.04173 | 0.03125 | 3.51 648
12 K1 0.04945 | 0.03704 | 3.64 756
13 Kis 0.02921 | 0.03208 | 3.72 918
14 A1s 0.02162 | 0.03608 | 3.96 1422
15 A1 0.01686 | 0.04419 | 4.21 2340
16 | Aig = BWyg | 0.01471 | 0.06250 | 4.52 4320
17 INE 0.008811 | 0.06250 | 4.60 5346
18 A 0.005928 | 0.07217 | 4.75 7398
19 At 0.004121 | 0.08839 | 4.91 10668
20 Az 0.003226 | 0.12500 | 5.12 17400
24 Az 0.001930 | 1.0 | 6.02 196560
32 Az - 0 6.02 208320
32 BWi, - 0 6.02 146880
32 Q32 - 1.359 | 6.28 261120
36 As - 1 6.19 234456
48 Aus - 12 7.53 -

64 BWes - 16 7.53 9694080
64 Qos - 18.719 | 7.78 2611200
64 Pete - 22 8.09 -
128 | BWhas - 64 | 9.03 | 1260230400
128 Progs - 85 | 10.02 -
128 n(Es) - 88 | 10.16 -
256 |  BWasg - 192 | 10.54 | 325139443200

TaAB. 2.1 — Quelques réseaux de points et leurs paramétres fondamentaux. La dimension N, le
nom A, la densité A, la densité centrée 0 (logy(d) pour N > 32), le gain 45 en dB et le coefficient
d’erreur 7(A).

Grace a la décomposition binaire d’un entier, il est possible de construire la matrice des coor-
données d’un vecteur x € ZV.

Définition 2.3.17 (matrice des coordonnées)
Soit x = (x1,...,zx) un point de Z" . La matrice des coordonnées de x est la matrice semi-
infinie dont les colonnes sont composées des décompositions binaires des composantes x; de X.
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Les lignes de cette matrice sont toutes identiques a partir d’un certain rang. La ligne numéro 4
est appelée ligne mod-2°.

Considérons par exemple le vecteur x = (4,3,2,1,0,—1,-2,-3) € Z8. La matrice des coor-
données de x s’écrit

01 010101 — ligne mod — 2

01 100110 — ligne mod — 4

1 00O0O0CT1T1T1 — ligne mod — 8 (2.25)
0000O0T1T11 — ligne mod — 16

Ces définitions nous permettent d’interpréter les deux constructions décrites dans la suite.
Construction A

C’est la méthode la plus simple de construction d’un réseau de points. Elle repose sur 1'uti-
lisation d’un code linéaire g-aire. Dans la plupart des cas pratiques, on se restreint a ¢ = 2.

Définition 2.3.18 (construction A)

Soit Cy un code linéaire binaire de longueur n = N, de dimension k et de distance minimale
de Hamming d. Un réseau A obtenu par construction A peut étre décrit de la fagon suwivante :
x = (z1,...,zN) est un point de A si et seulement si le N-uple (z1,...,zN) est congru modulo
2 a un mot de code de Cy. Alors

A= Cy+22ZV (2.26)

La formule (2.26) nous apprend qu’un réseau de points obtenu par construction A est généré par
k vecteurs de la base du code Cy et N — k vecteurs provenant de 2Z%. Si la matrice génératrice
de Cj est sous forme systématique, soit [Ij|P], alors la matrice génératrice M du réseau A est
donnée par

(I, P
M= ( 0 2n, ) (2.27)

Il est possible de calculer facilement certains parameétres du réseau A ainsi construit & partir du
code Cy = (N, k,d) [17].

le rayon d’empilement p= %min(2, Vd)
la densité centrée § =2kpNo—N
204, sid<4
le coefficient d’erreur 7(A) =< 2N +1644, sid=4
2N sid>4

ou A; est le nombre de mots de poids 7 dans Cy.

La construction A fournit des réseaux de points efficaces pour des dimensions N < 15. On citera
par exemple les réseaux checkerboard, notés Dy = (N, N — 1,2) + 27" | obtenus a partir des
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codes de parité (N, N —1,2). Ils donnent le réseau D3 (ou fcc), le réseau de Schlafli Dy et Ds qui
sont les réseaux les plus denses en dimension 2, 3 et 4. Par ailleurs, les réseaux les plus denses
en dimension 6, 7 et 8, & savoir, Fg, F7 et le réseau de Gosset Fg s’obtiennent par construction
A. La matrice génératrice du réseau D3 est donnée a titre d’exemple

(2.28)

O = O
N = =

Construction B

Cette deuxiéme construction différe de la construction A par ’ajout d’une contrainte supplé-
mentaire sur la ligne mod-4 de la matrice des coordonnées.

Définition 2.3.19 (construction B)

Soient Cy un code linéaire binaire de longueur n = N, de dimension k et de distance minimale de
Hamming d dont tous les mots de codes sont de poids pair, et Cy le code de parité (N, N —1,2).
Un réseau A obtenu par construction B peut étre décrit de la fagon suivante : x = (£1,...,TN)
est un point de A si et seulement si le N-uple (x1,...,xN) est congru modulo 2 & un mot du code
Cy et st sz\; x; est divisible par 4. Lorsque tous les mots de Cy sont divisibles par 4, alors

A = Cy+ 20, +4zZY (2.29)

De plus, Cy C C puisque les poids des mots de code de Cj sont divisibles par 2. De la méme
fagon que pour la construction A, certains paramétres du réseau A obtenu par construction B
sont facilement calculables [17].

le rayon d’empilement p = +min(V/8,Vd)
la densité centrée § = 2kpNo—N-1

20-1 4, sid<8
le coefficient d’erreur T(A) =<¢ 2N(N —1)+ 12843 sid=38
2N(N —1) sid>8

ou A; est le nombre de mots de poids i dans Cj.

La construction B se révele efficace pour des dimensions N comprises entre 8 et 24. Une nouvelle
version du réseau de Gosset Fg peut étre obtenue grice a cette construction, ainsi que Ag, le
réseau le plus dense en dimension 9. En dimension 16, l'utilisation du code de Reed-Muller
d’ordre 1 conduit au réseau Ajg = (16, 5,8) + 2(16, 15,2) + 4Z'°® qui n’est autre que le réseau de
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Barnes-Wall BWyg. Sa matrice génératrice s’écrit

111111111111 1111
0101010101O01O01O01
001100110011O0011
0 020002¢0O0O02¢000 2
0 01 11100O0O011171
0 020200O0O0O0Z2°0 2
0 0220000002 2
0 020000O0O0O0TO0 2
M= 0 011111111 (2.30)
0 0202020 2
0 02200 2 2
0 02000 2
0 02 2 2 2
0 0 2 0 2
0 0 2 2
00 0O0O0O0OO0OO0OO0OOOO0OO0OTUO0ODTO0OA4

2.3.3 Les réseaux binaires et les modulations codées en blocs

On ne saurait clore ces rappels sur les réseaux sans mentionner le lien étroit entre les réseaux
de points binaires avec lesquels nous travaillons et les modulations codées en blocs. Les réseaux
binaires constituent une extension des codes correcteurs d’erreurs et constituent la classe la
plus intéressante des réseaux adaptés aux applications pratiques. Parmi les réseaux binaires, on
compte les réseaux les plus denses : Z, Dy, Eg, Aig et Aoy par exemple. Afin de décrire au
mieux ces réseaux binaires, nous proposons d’introduire les définitions diverses qui permettent
de généraliser dans I'espace complexe les concepts abordés au paragraphe précédent.

Définition 2.3.20 (I’anneau des gaussiens)
On note j = +/—1 l’élément tmaginaire. L’anneau gaussien G est un sous-ensemble de C décrit
par

G = Z[j] = {a + jb/a,b € Z}

Les éléments de G sont appelés entiers gaussiens.

L’anneau @, de dimension 1 et isomorphe au réseau Z? de dimension 2, est I'exemple le plus
simple de réseau complexe. =1 et £75 sont les unités de G. Un entier gaussien est premier s’il est
divisible par lui-méme et par les unités seulement. Enfin, on peut noter que I'élément ¢ = 1+ j
est I'entier gaussien premier ayant le plus petit module, |¢|? = 2.

Définition 2.3.21 (décomposition binaire d’un gaussien)
Soit ¢ € G. La décomposition binaire de [’entier gaussien g est une combinaison linéaire
binaire des puissances de ¢ = 1+ j, soit
o
9= e (2.31)

=0
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ot les composantes ey appartiennent a [’ensemble {0,1}.

Ce résultat est une extension directe de la définition 2.3.16.

La définition exacte d’un réseau binaire s’énonce comme suit :

Définition 2.3.22 (réseau binaire réel)
Le réseau A de dimension N est binaire s’il eziste un entier m tel que 2mZN c A c ZV.

Le plus petit entier m qui vérifie 2"ZY C A est appelé¢ profondeur-2 du réseau. Lorsque la
profondeur-2 du réseau binaire est égale & 1 (respectivement 2), on dira que A est un réseau
mod-2 (respectivement mod-4).

Définition 2.3.23 (réseau binaire compleze)
Le réseau complexe A de dimension N est binaire s’il existe un entier p tel que p*GY C A C
GV et si A est un G-réseau ou G-module [17] [60].

Le plus petit entier ¢ qui vérifie p*GY C A est appelé profondeur-¢ du réseau.

Ces notions nous permettent de généraliser au cas complexe la construction A détaillée au
paragraphe précédent :

Définition 2.3.24 (construction A compleze)

Soient A un G-réseau complexe de dimension N, Cy un code linéaire binaire (N, K), et Cy un
sous-code (N,J — K) de Cy. A est un réseau mod-2 obtenu par construction A complexe si et
seulement si A est 'ensemble des N-uples d’entiers gaussiens congrus modulo ¢* auz N-uples de
la forme ¢cq1 + cg ot c1 € Cy et ¢cg € Cy. Alors

A = Cy + ¢Cy + $*GN (2.32)

Il est également possible d’énoncer une régle pour les réseaux non mod-2. En effet, si ce n’est
pas le cas pour tous, un grand nombre de réseaux non mod-2 sont tout de méme décomposables,
c’est-a-dire exprimables en fonction de codes binaires seulement.

Définition 2.3.25 (réseau complexe décomposable)

Soient {Cy—1,Cp—2,...,Co} p codes binaires (N, K;), 0 < £ < p—1. Cp est un sous-code de Cyy,.
A est un réseau complexe décomposable de profondeur p si et seulement si ses éléments sont
des N-uples d’entiers gaussiens x = (Z1,...,LN) congrus a ¢“7lcu_1 + -+ + ¢c1 + co modulo
" ot cp € Cy. Alors

A=Co+¢Cr+ -+ ¢ 1Cyq + $HGY (2.33)

La table (2.2) donne les formules réelles et complexes des réseaux binaires les plus fréquem-
ment utilisés. La notation (24,6, 16)" représente l’ensemble des combinaisons linéaires modulo 4
de six générateurs & composantes entiéres modulo 4, tels que la norme au carré minimale dans
chaque sous ensemble est égale & 16. Puisque nous utilisons ce type de notation uniquement pour
des réseaux de dimension 24, les combinaisons linéaires se font toujours modulo 4.

En pratique, on appelle symbole un point du réseau Z2. Alors, un vecteur de N, /2 symboles
est un point de Z%. La traduction directe des formules complexes énoncées dans la table (2.2)
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A | 2N Formule Réelle Formule Complexe
Z> | 2 Z’? G
Z' | 4 z* G2
D, | 4 (4,3,2) 4 2Z° (2,1,2) + G2
Z® | 8 /A G*
Eg | 8 (8,4,4) 4 2Z° (4,1,4) + $(4,3,2) + $°G*
Hy | 16 (16,11,4) + 2Z'° (8,4,4) + ¢(8,7,2) + $*G3
A | 16 | (16,5,8) +2(16,15,2) +4Z'° (8,1,8) + ¢(8,4,4)+
$%(8,7,2) + G2
H?' | 24 | (24,12,8) +2(24,23,2) + 4Z* (12,5,8) + (12,7, 4)+
$?(12,11,2) + $>G1'2
Aoy | 24 | (24,6,16)" +2(24,18,4) +4Z** | (12,1,16)" + ¢(12,5,8)" + ¢?(12,7,4)+
$3(12,11,2) + ¢* @12

TaB. 2.2 — Exemples de réseaux binaires et leurs formules réelle et complexe.

permet de construire les codeurs des réseaux Dy, Eg, Aig et Aoy & partir d’une modulation QAM
codée en blocs. Nous utilisons des partitionnements de plus en plus profonds de cette modulation
représentés figure 2.10.

Il est possible de retrouver la valeur du gain fondamental du réseau a partir des propriétés
de la modulation codée sous-jacente. En effet, pour choisir un point de la QAM-64, il faut 6 bits
en entrée du codeur. De plus, nous avons vu au paragraphe 2.2 que dans le cas des modulations
rectangulaires de type QAM, la distance minimale au carré double entre deux niveaux, c’est-a-
dire d;1/d; = \/2, Vi. Et enfin, on sait qu’une perte d’efficacité spectrale d’un bit se traduit par
une perte d’environ 3 dB. Une approximation du gain peut donc étre donnée

Ya(A) = 101log;o(2) — 3 x (6 — 1)

oul 4 est la profondeur du partitionnement de la QAM-64 et n U'efficacité spectrale.

Le réseau de Schlafli, D,

Le schéma du codeur mettant en ceuvre la formule complexe du réseau de Schlafli Dy = (2,1,2) + pG?

est donné figure 2.11. La modulation QAM-64 est partitionnée en deux sous-ensembles notés A
et B. Un point de Dy est un vecteur de quatre composantes réelles ou encore de deux symboles
QAM-64, (x1,x2). Les deux bits codés fournis par le code & répétition (2,1,2) déterminent le
choix du sous-ensemble pour chacun des deux symboles x; et z5. On choisit A si le bit vaut 0, et
B, sile bit vaut 1. Les ensembles A et B sont composés de 32 points. On utilise alors 2 x5 bits non
codés pour choisir un point dans chacun des deux sous-ensembles. Le nombre total de bits d’infor-
mation est de 11 pour étiqueter deux symboles. Cela correspond & une efficacité spectrale de 5.5
bits/symbole. On retrouve le gain fondamental de Dy, v45(D4) = 10log;((2) —3 x 0.5 = 1.5 dB

Le réseau de Gosset, Ejy
De la méme maniére, la figure 2.12 représente la mise en ceuvre pratique de la formule complexe
de Fg, Eg = (4,1,4) + $(4,3,2) + ¢*>G*. On choisit ici un partitionnement de la QAM-64 de
profondeur 2 en quatre sous-ensembles { Ay, A1, By, B1} de 16 points. Chacun des quatre symboles
du point x de Eg appartient & un sous-ensemble Y;. Les quatre bits fournis par le code a répétition
(4,1,4) déterminent le choix de Y = A ou Y = Bj; les quatre bits fournis par le code de
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A B A B A B A B A0 BO A0 BO| A0 BO A0 BO
o o o o o o o o o o o o o o o o
B A B A B A B A Bl Al Bl Al|l Bl Al Bl Al
o o o o o o o o o o o o o o o o
A B A B A B A B A0 BO A0 BO| A0 BO A0 BO
o o o o o o o o o o o o o o o o
B A B A B A B A Bl Al Bl Al|l Bl Al Bl Al
o o o o o o o o o o o o o o o o
A B A B A B A B A0 BO A0 BO| A0 BO A0 BO
o o o o o o o o o o o o o o o o
B A B A B A B A Bl Al Bl Al|l Bl Al Bl Al
o o o o o o o o o o o o o o o o
A B A B A B A B A0 BO A0 BO| A0 B0 A0 BO
o o o o o o o o o o o o o o o o
B A B A B A B A Bl Al Bl Al| Bl Al Bl Al
o o o o o o o o o o o o o o o o

Profondeur 1 Profondeur 2
A00 BO0O All BI1l| A00 B00 All BIllL A000 BO00 A110 B110| A000 B000 A110 B110
o o o o o o o o o o o o o o o o
B10 A0l B0l Al10| B10 A0l B0l Al0 B101 A010 BO010 A101| B101 A010 B010 A101
o o o o o o o o o o o o o o o o
All B1l A00 B00| A1l Bll A00 BO00 All1l BI11l A001 B001| Alll B11l A001 BO0O1
o o o o o o o o o o o o o o o o
B0l Al10 BI0 AOl| B0l Al0 BI0 A0l BO1l A100 B100 A011| BO11 A100 B100 AO011
o o o o o o o o o o o o o o o o
A00 BO0 All BIl| A00 B00 All BIlL A000 B0O00 A110 B110| A000 B000 A110 B110
o o o o o o o o o o o o o o o o
B10 A0l B0l Al10| B10 A0l B0l Al0 B101 A010 B010 A101| B101 A010 BO10 A101
o o o o o o o o o o o o o o o o
All B1l A00 B00| A1l Bll A00 B00 Al1l11 B111 A001 B001| Al1l B11l A001 B0O1
o o o o o o o o o o o o o o o o
B0l A10 B10 AO01| BOol Al10 B10 A0l BO11 A100 B100 A011| BO1l A100 B100 A011
o o o o o o o o o o o o o o o o

Profondeur 3

Profondeur 4

Fi1G. 2.10 — Partitionnement de profondeur 1 & 4 de la modulation QAM de taille

64.

parité (4,3,2) celui des quatre indices 7. Il faut ensuite 4 bits supplémentaires pour déterminer
chaque symbole dans un sous-ensemble, d’ou les 4 x 4 bits non codés. L’efficacité spectrale
est de 5 bits/symbole (20 bits d’information pour 4 symboles) et le gain fondamental est bien

vaB(Eg) = 101og;((2%) — 3 x 1 = 3 dB.

Le réseau de Barnes-Wall, A
La formule complexe de A1 est donnée par Ajg = (8,1,8) + ¢(8,4,4) + ¢>(12,11,2) + ¢>G'2. La
figure 2.13 n’est pas la traduction directe de cette formule. Il est plus simple de construire Ag
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1 bit S p At
de a répétition
= Co p
(2,1,2)

2 bits Sélection du

sous-ensemble

10 bits non codés x = (z1,22) € D4

Sélection
des symboles

__QAM64
1 bit Code & répétition 4 bits :
(47]-;4) |
Sélection du :
) ) sous-ensemble |
3 bits Code de parité 4 bits :
(43,2) |
|
|
|
|
|
|

16 bits non codés Selection X = (;1;1,;1;2,;1;3,;1;4) € FEg

des symboles

Fi1a. 2.12 — Codeur cubique du réseau Fg d’efficacité spectrale 5 bits/symbole.

comme la superposition de deux copies d’'un méme réseau, I’'une des deux étant une simple transla-

tion de la premiére. Le sous-réseau ici considéré est Hyg = (16, 11,4) + 2Z'. Alors Ajg = Hig U (Hig + a),
ol a est le vecteur de translation. La QAM-64 est partitionnée en huit sous-ensembles Y;;. Cha-

cune des huit composantes du point de A5 appartient & I’'un d’eux. Le premier niveau de partition
correspond aux deux copies de Hyg. Les huit bits Y sont donnés par le code a répétition (8,1, 8)

et les huit couples (7,7) par le code de Reed-Muller (16,11,4). Il manque alors 8 x 3 bits non

codés pour choisir les huit symboles dans les sous-ensembles Y;;. 36 bits d’information servent a

coder huit symboles, Uefficacité spectrale de ce codeur est de 4.5 bits/symbole. Une fois encore,

on retrouve le gain fondamental de A1g, v45(A) = 101log((23) — 3 x 1.5 = 4.5 dB.

Le réseau de Leech, Ay,
Ici encore, le codeur de la figure 2.14 n’est pas la traduction exacte de la formule complexe,
Aoy = (12,1,16)" + ¢(12,5,8)" + ¢%(12,7,4) + ¢>(12,11,2) + $* G2 On superpose deux versions
(les sous-ensembles A et B) translatées du réseau Hoy = (24,12,8) + 2(24,23,2) 4+ 4Z**, soit
Aoy = Hoy U (Haq + a) ol a est toujours le vecteur de translation. Le partitionnement de la
QAM-64 est cette fois de profondeur 4. Chaque composante z; du point de A appartient &
un sous-ensemble Yj;. Les douze bits Y sont fournis par le code a répétition (12,1,12) et les
douze couples (7,7) par le code de Golay (24,12,8). Les douze bits k sont eux donnés par le
code de parité. La parité est paire si Y = A et impaire si Y = B. Finalement, il manque
12 x 2 bits non codés pour déterminer parfaitement les douze symboles. Les 48 bits d’information
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__QAM64
1 bit Code a répétition 8 bits :
(87178) !
Sélection du :
] ] sous-ensemble |
11 bits Code de Reed-Muller 16 bits :
|
|
|
|
|
|
|

24 bits non codés Selection x = (x1,...,x8) € A1s

des symboles

1
I
I
I
I
:
I
(16,11,4) |
I
I
I
I
I
I
I
I

F1G. 2.13 — Codeur cubique du réseau Ag d’efficacité spectrale 4.5 bits/symbole.

utilisés par ce codeur pour choisir un vecteur de douze composantes ménent & une efficacité
spectrale de 4 bits/symbole. Et comme précédemment, on retrouve le gain fondamental de Agy,
Y4B (A24) = 101og;4(2%) — 3 x 2 = 6 dB.

1 bit 12 bitss h

Code a répétition

des symboles

| I
I
(12,1,12) | |
pair/impal T Sélection du I
f sous-ensemble |
1 |
Code de parité 12 bits I :
—F—= (12,11,2) | |
11 bits | |
I
|
I
. . \
12 bits Code de Golay 24 bits |, :
(24,12,8) ! ,
I
: |
| I
24 bits non codés | Sélection ﬂl, .oy T12) € Aog
|
|
|

e e e e = -

Fi1a. 2.14 — Codeur cubique du réseau A9y d’efficacité spectrale 4 bits/symbole.

Nous abordons maintenant les différentes méthodes de décodage qui pourront étre associées
& ces codeurs, en commencant par le décodage par sphéres.

2.3.4 Décodage par sphéres

Le décodage par sphéres est un algorithme de décodage optimal au sens du maximum de
vraisemblance d’un réseau N-dimensionnel A quelconque utilisé aussi bien sur un canal & bruit
additif blanc gaussien que sur un canal a évanouissements [76]. Nous nous limitons ici au cas du
canal gaussien. Le réseau A est généré par une matrice réelle M, de taille N x N. Le décodeur
ML recherche, parmi tous les points du réseau, celui qui est le plus proche du vecteur recu. En
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pratique, cela revient & minimiser la métrique

N
m(y/x) = |ly = x|[* =D lvi — =il (2.34)
i=1
ou x est le point de A émis sur le canal, y = x+ b le point regu et b = (by,...,by) le vecteur de

bruit. Les composantes b; sont des variables aléatoires gaussiennes de moyenne nulle et de variance
0?2 = Ny. L’ensemble des points du réseau est donné par Z¥ M = {x ¢ RN /3z € Z" ,x = zM},
ou M est la matrice génératrice du réseau et z = (z1,...,2y) le vecteur de composantes entiéres
associé aux bits d’information.

En pratique, Pensemble des vecteurs z est limité & un sous-ensemble AN de taille finie dans
Z" . Les points du réseau associés a AV forment une constellation finie extraite de A. Le décodeur
ML exhaustif recherche le meilleur point x parmi tous les points de cette constellation tandis
que le décodeur par spheéres restreint sa recherche aux points situés dans une sphére de rayon
V/C et centrée sur le point recu y. Une représentation géomeétrique de Palgorithme est illustrée
figure 2.15.

FiG. 2.15 — Représentation géométrique de l'algorithme de décodage par sphéres.

Le décodeur recherche ainsi le vecteur w de norme minimale dans le réseau translaté y — A
de Pespace eulidien IRV puisque

infly —x|| = mi 2.
min [y —x|| = min |lwl] (2.35)

Nous travaillons désormais avec les notations suivantes
x=zM y=pM w=(p—2z2)M=EEM

ZEZNap:(pla'-'apN)ERN etg:(fla'-'agN)E]R‘N‘

Du fait de la présence du bruit sur le canal, les vecteurs p et &€ sont des vecteurs réels. Par
ailleurs, w = y — x, alors, & = p; — z; pour tout indice ¢ = 1,..., N. Le point w est un point du
réseau dont les coordonnées &; sont exprimées dans le repére translaté centré sur le point recu y.
Si w appartient bien & la spheére centrée en y, c’est-a-dire en 0 dans le nouveau repére, de rayon
égal a v/C, alors & vérifie la relation suivante

N N
lw||> = F(€) = EMM'e = £Gr&' =) ) gijti&; < C (2.36)

i=1 j=1
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Dans le nouveau repére, la sphére de centre y et de rayon v/C est transformée en un ellipsoide
centré sur l'origine et défini par la forme bilinéaire F'(§). La factorisation de Cholesky [24] de
la matrice de Gram Gy = MM! donne Gp = AA!, ou A = (@ij)ij=1,.,N est une matrice
triangulaire inférieure. L'inégalité (2.36) devient

2
N N
F(g) = EAAE = | AP =) |auli + Y ajié;
i—1 j=it1
En posant
— 2 -
fii_aii 2_13"'aN
=4 j=1,..,N i=j+1,...,N
aij
on obtient
2
N N
P)=> ful&+ > fiit (2.37)
i=1 j=i+1
En s’intéressant en premier lieu & £nx puis en ajoutant une & une les autres composantes &;,
1 =N-—1,...,1, on construit un systéme de IV équations qui définissent les limites de I’ellipsoide
fnnéy < C
fvoin—1(En—1 + fun—1€n)’ + funél < C
N N 2
VISOSN DY ful&+ Y fig] < C (2.38)
=/ Jj=i+1

Les bornes données par le systéme (2.38) nous permettent d’établir les relations que doivent
satisfaire les composantes z; du vecteur entier z initial [75][76]

C C
{—HfN—N—i-,ON-‘S ZN Sb’fzv—N+pNJ
| CIvnty +onv-1+ fuv—1én| < avor < © ~Invéy +pN-1+ fnn-1&N
fN-1,N-1 fN-1.v-1

N N N
1
“\| T C— Y ful&+ D fig +pit Y, fi| <
w L=i+1 j=0+1 j=i+1
2
1 N N N
45\ 7 C— > fulb+ D fie& +oit+ Y fiié (2.39)
w t=i+1 j=+1 j=i+1

ou [z] est le plus petit entier supérieur a = et |z]| le plus grand entier inférieur a z. Grace aux
bornes fournies par les équations (2.39), on constate que le décodeur par spheéres fonctionne avec
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N compteurs, un pour chaque composante z;. Il suffit alors de faire varier chacun des différents
compteurs sur la plage de variation définie par les bornes, tout en remarquant que les compteurs
sont dépendants les uns des autres. En pratique, les bornes sont mises a jour de maniére récursive
[76].

L’utilisation des compteurs permet d’énumérer de fagon exhaustive tous les points entiers z
associés a des points du réseau et situés dans la sphere de rayon v/C. Les points du réseau situés
en dehors de la sphére ne sont ainsi jamais testés. La complexité de ’algorithme est parfaitement
indépendante de la taille |A|" de la constellation, en revanche, elle est fortement liée au choix de
la valeur de C', qui devient par 1a méme un élément crucial de la mise en ceuvre de ’algorithme.

Le nombre de points présents dans la sphére de rayon v/C augmente avec C. Une valeur de
C trop petite peut conduire & une spheére vide, le décodeur ne trouve aucun point. Pour ’éviter,
on choisit le rayon v/C' au moins égal au rayon de recouvrement du réseau. Par ailleurs, si C' est
trop grand, l'algorithme est fortement ralenti. Une valeur qui satisfait ces deux contraintes est
donnée par la borne supérieure de Rogers 26|

det(A)

" (2.40)

VC = V(N log N + N log(log N) + 5N)

ou Vy est le volume d’une sphére de rayon unité en dimension N donné par la formule (2.18).

En pratique, le rayon v/C est actualisé réguliérement a la valeur de la derniére norme eucli-
dienne calculée pour un point de l’ellipsoide. Enfin, on peut remarquer que l'utilisation d’une
constellation finie plutdt que celle du réseau entier engendre des effets de bord : on peut étre
amené a choisir un point du réseau extérieur & la constellation. Ces effets peuvent étre évités
mais les conséquences de telles techniques de projection sur la complexité globale de ’algorithme
dépendent de la forme exacte de la constellation. Par exemple, pour une constellation cubique, il
suffit de s’assurer que les composantes du point sélectionné sont bien dans un intervalle donné.

2.3.5 Décodage a entrée souple des codes en blocs appliqué au décodage des
réseaux de points

Les deux méthodes de décodage déja citées, & savoir le décodage ML exhaustif qui recherche
le meilleur point dans toute la constellation, et I’algorithme de décodage par sphéres qui cherche
le meilleur point dans une sphére de rayon fini, nécessitent une importante puissance de calcul.
L’avantage du décodage par sphéres par rapport au décodage ML exhaustif peut encore étre
amélioré par des techniques de décodage dites sous-optimales qui offrent pourtant des perfor-
mances tout & fait correctes. La recherche de tels décodeurs a donné lieu & de nombreux travaux
[3]123](25][27](38][66][71]. La plupart de ces méthodes reposent sur des algorithmes de décodage
souple des codes en blocs, tel que l'algorithme de Wagner.

Deux décodeurs sous-optimaux du réseau de Gosset Fg sont décrits dans ce paragraphe :
un premier décodeur associé & une construction A complexe de Fg repose sur l'algorithme de
Wagner ; un second, relatif a une construction A réelle, utilise le formalisme des modulations
codées et réalise un décodage multiniveaux.
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En terme de décodage, un effacement est caractérisé par une amplitude inconnue et une po-
sition connue tandis qu’une erreur est d’amplitude inconnue et de position inconnue. La notion
d’effacement n’est valable que dans le cas d’un décodage souple. Elle permet justement au déco-
dage souple de codes linéaires de présenter un gain asymptotique par rapport au décodage dur
donné par

ot R est le rendement du code. Cette formule n’est valable que pour les codes linéaires mais un
code linéaire ou non de distance minimale dfrp,;, permettra toujours de remplir 7 = dgpmin — 1

effacements et de corriger t = [%} erreurs.

Considérons ’exemple du code de parité (6,5,2). Ce code est linéaire et binaire. Sa capacité
de correction t = [2;21] est nulle mais il peut détecter T =2 — 1 = 1 erreur, c¢’est-a-dire remplir
un effacement. Dans le cas d’un code de parité, Gasympt = 101log, (ﬁ_l X 2). Pour le (6,5,2),
Gasympt = 2.22 dB.

Algorithme de Wagner adapté au décodage de FEjy

Soit le code de parité C(6,5,2). Supposons que l'on émette la suite de bits codés (110101),
soient modulés par une BPSK (1,1,-1,1,-1,1), sur un canal gaussien et qu’en réception on observe
y =(0.9,-0.2,-0.8,+1.4,—1.1,0.9). Dans le cas d’une simple détection & seuil (décodage dur),
le mot décodé (100101) est erroné puisque la parité n’est plus vérifice. Cependant, la capacité
de correction du code étant nulle, on ne pourra pas corriger cette erreur. En revanche, dans le
contexte d’un décodage souple, on peut utiliser la parité et 'information souple donnée par y.
Ainsi, on sait qu’il y a une erreur et on constate que la valeur —0.2 est la moins fiable de toutes.
On décide de complémenter le bit correspondant et on trouve (110101) qui est le mot de code
émis. Cet exemple rapide est une application de la régle de Wagner pour les codes de parité.

Définition 2.3.26 (régle de Wagner)

Soit C(n,n — 1,2) un code de parité et soit'y = (y1,...,Yn) le vecteur re¢u en sortie du canal
de transmission ot y; est une valeur souple. La régle de Wagner consiste a complémenter le bit
le moins fiable.

Il est possible de généraliser cette régle au cas d’un code linéaire quelconque, C'(n, k). Dans ce
cas, on ne complémente plus seulement un bit, mais plusieurs. Le choix des bits concernés est lié
au calcul de valeurs de confiance.

Voyons maintenant comment appliquer cette régle au décodage du réseau de Gosset construit
a partir de la formule complexe Eg = (4,1,4) + ¢(4,3,2) + ¢*>G*. Le partitionnement de la
QAM-64 est de profondeur deux et le codeur a été décrit figure 2.10. Le point de Eg est de la
forme x = (x1,22,23,24) ol chaque composante appartient & un des quatre sous-ensembles de
la partition Y; € {Ao, A1, By, B1}. Comme expliqué précédemment, les quatre bits du code a
répétition (4,1,4) permettent de choisir entre les sous-ensembles A et B tandis que les quatre
bits du code de parité (4, 3,2) fournissent les indices 7. En sortie du canal gaussien, on recoit un
vecteur y de quatre observations complexes. L’algorithme proposé est le suivant :

e recherche d’un candidat possible dans le sous-ensemble A

— calcul des 16 distances ||y — ag||?, ap € 4y
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* conserver la plus petite valeur ||y — ao|?,

x et le point correspondant &g
— calcul des 16 distances ||y — a1||?, a; € 4;

* conserver la plus petite valeur ||y — a;[|?,

% et le point correspondant &
— calcul de la valeur de confiance dans le sous-ensemble A
* ma = |ly —a1||* — ||y — ao||? est stockée
x si mg > 0,y est plus proche de Ay, alors & = &g
x si my < 0, y est plus proche de Ay, alors & = 4,

e recherche d’un candidat possible dans le sous-ensemble B

— calcul des 16 distances ||y — bol|?, bo € By

« conserver la plus petite valeur ||y — bol|?,

x et le point correspondant bo
— calcul des 16 distances ||y — b1]||?, by € By

« conserver la plus petite valeur ||y — by|[?,

x et le point correspondant by
— calcul de la valeur de confiance dans le sous-ensemble B
« mp = ||y — b1||> = ||y — bo||? est stockée
x si mp > 0, y est plus proche de By, alors b = by
*x si mp <0, y est plus proche de By, alors b="b

e vérification de la parité dans le sous-ensemble A

— si la parité est vérifiée, le candidat a reste le méme.

— sinon, complémenter le choix, (& = &g devient 41 et inversement).
e vérification de la parité dans B

— si la parité est vérifiée, le candidat b reste le méme.

— sinon, complémenter le choix, (f) = bo devient by et inversement).
e Choix du point décodé entre le candidat de A et celui de B

—lly —al’>|ly -b| = y=a
~lly-al’ <liy-b|> = y=b

Les deux premiéres étapes correspondent aux bits non codés du schéma 2.12. Il s’agit de
déterminer pour chacun des quatre sous-ensembles, quel point est le plus probablement émis.
Les étapes 3 et 4 sont relatives au code de parité. On peut alors choisir entre Ay et A7 d’une
part et By et By d’autre part. Enfin, ’étape 5 décode le code a répétition et fixe le choix définitif
entre A et B.
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Il est utile de préciser la maniére dont est calculée la valeur de confiance dans chaque sous-
ensemble Y = A ou B pour justifier son expression. 7 désigne le bit de parité. La probabilité a
posteriori pour les deux valeurs du bit, s = 0 et 4 = 1 (c’est-a-dire Ag et A1 ou By et By), est
évaluée puis on en déduit, par exemple pour le cas Y = A, une valeur de confiance du type

1 APP(0)
my = log | ———
Y =98\ APP()
Par définition, et en appliquant la régle de Bayes, on a

ply/i)P(i)
P(y)

Et APP(i) « p(y/i) puisque les deux sous-ensembles sont équiprobables. Les deux sous-constellations
A et B sont deux versions translatées d’'une méme QAM-32. Alors

APP(i)oc Y ply,a/iy= > ply/a,i)p(ai) (241)

acQAM—32 acQAM—32

APP(i) = p(i/y) =

ou la probabilité p(a, i) vaut 1 si le point a est dans la sous-partie A; de la QAM-32, 0 sinon. La
connaissance de a et de i est redondante. L’équation (2.41) devient

APP(i) o > p(y/a)
acQAM—32/acA;
En tenant compte du fait que le canal est gaussien et sans mémoire, on obtient finalement
. ly —al”
acQAM—32/acA;

Les valeurs des probabilités a posteriori ainsi calculées permettent d’évaluer la valeur de confiance

de A.

D exp [ —lly=al?
acQAM—32/acAy SXP 2No

my = log (2.43)

exp [ —ly—al
acQaM—32/acA; SXP 2No

Cette valeur exacte de m 4 nous oblige & estimer la variance du bruit Ny. Pour simplifier la
détection, nous considérons que parmi les 16 exponentielles de la somme ZaEQ AM-32/acA;> celle
qui correspond au a le plus proche de y est prépondérante. On obtient une approximation de la
valeur de confiance pour laquelle I'estimation de Ny devient inutile. En effet

||y —aol|?
exp (L2
lly—ai||?
exp(— TN,

ma o< |ly —a|® — |ly - aol? (2.44)

my =~ log

Cette derniére expression est celle utilisée dans ’algorithme de Wagner adapté au décodage du
réseau de Gosset.

Décodage multiniveaux
Le second décodeur exploite les propriétés de la modulation codée en blocs qui met en ceuvre la
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formule réelle correspondant a une construction A du réseau de Gosset Fg = (8,4,4) 4 2Z°%. Le
codeur est donné figure 2.16. On sera attentif au fait que dans ce cas, les composantes z; du point
x de Eg appartiennent & une PAM-8 et non plus & une modulation d’amplitude en quadrature.
C’est pourquoi x = (x1,...,x3).

Le point x = co+2z est supposé émis ; cg € Cy = (8,4,4) et z € Z®. Onrecoity = (y1,...,ys)-
Les composantes x; et y; sont réelles dans ce cas. En sortie du codeur, z; € {0,1,2,3}. Le dé-
codage multiniveaux permet de traiter successivement les différents codes utilisés; dans ce cas,
deux codes seulement : le code (8,4,4) et le code universel. Pour décoder Cj en convention +1
plutot que {0, 1}, on centre artificiellement le réseau : le point regu est multiplié par 2 et on lui
retranche 1. Ainsi, y = 2¢g — 1 + 4z.

4 bits 8 bits b; .
ﬁ% (87474) Es = (87474)+22 X = (xl,...,xg) € Eg
ou =

z; = b; + 2¢; € PAM — 8

8 bits non codés c¢;

F1a. 2.16 — Codeur cubique du réseau Eg d’efficacité spectrale 3 bits/symbole.

L’algorithme se déroule comme suit

e translater y pour pouvoir décoder le code (8,4,4) dans [—1.0, 1.0]

— ajouter ou retrancher 4z pour que les composantes soient dans [—1.0, 3.0]
— translater les composantes de 1.0, 3.0[ dans [—1.0, 1.0]
— décoder le code (8,4,4) de maniére exhaustive

— stocker le candidat &g € {0,1}
e retrancher la contribution du code (8,4,4) pour pouvoir décoder le code universel Z*

— retirer ¢g du mot recu, et diviser par 2
— décoder le code universel Z® par une détection a seuil
— stocker le candidat % € {0,1}8

e reconstruire le point décodé : X = &g + 22

Sur canal gaussien, ces deux décodeurs présentent des performances en accord avec la borne
théorique donnée par ’équation (2.19)

2.4 Alphabets codés de signaux corrélés sur le canal gaussien

Les rappels que nous venons de faire permettent d’analyser au mieux les résultats obtenus
en construisant des alphabets codés de signaux corrélés qui combinent les réseaux ou les TCM
et les modulations FSK corrélées. Conformément au schéma 2.1, deux cas sont envisagés : les
alphabets multidimensionnels codés par une TCM et ceux codés par un réseau de points.
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Afin de pouvoir associer de maniére adéquate une TCM & une modulation de fréquence de
taille @, il faut bien choisir le rendement R de la TCM. Les symboles codés et associés aux
composantes Sy, n(t) via le modulateur sont regroupés par paquets de N. On doit donc coder N
symboles, chacun appartenant & une PAM-Q afin d’établir la correspondance avec la Q-FSK. Ces
contraintes fournissent une condition jointe sur les variables K, R, N et @ : K = N X Rlog,(Q).
En sortie du canal gaussien, le récepteur est celui donné par la figure 2.2. Les sorties du banc
de filtres permettent de décoder 1’alphabet multidimensionnel & composantes corrélées avec un
décodeur de Viterbi dont la métrique a été adaptée. Comme nous avons déja pu le constater,
cette technique de décodage est particuliérement appropriée aux modulations codées en treillis
puisqu’elles ont la propriété de garantir une distance minimale minimum d’une branche a 'autre
du treillis.

Lorsque la modulation @Q-FSK est codée par un réseau A, chaque bloc de K bits by correspond
au nombre de bits d’information utiles en entrée du codeur. M = 2X points sont alors disponibles.
Le codeur, similaire & ceux présentés plus haut, est choisi de maniére & obtenir une constellation
cubique de volume [—(Q — 1), +(Q — 1)]". Dans tous nos systémes pratiques, nous travaillons &
partir d’une 8-FSK, c’est-a-dire () = 8. Il suffit alors de choisir des codeurs d’efficacité spectrale
adéquate. La structure du récepteur a été décrite figure 2.3. Les N x @) sorties du banc de filtres
adaptés sont converties en une information souple qui pourra étre délivrée au décodeur de réseau.

Rappelons que pour un vecteur P = (pi,...,,px) émis, on note P = (p1,...,px) ou
Q-1
Pn=Y_ (29— Q+1)APP(q,n)
q=0

Le calcul de la valeur des N x @ probabilités a posteriori APP(q,n) est conditionné par le type
de canal. On dispose des trois formules (2.6), (2.8) ou (2.12) selon que le canal est gaussien, de
Rayleigh & évanouissements lents ou de Rayleigh & évanouissements rapides. Nous nous limitons
dans ce chapire au cas du canal gaussien. Finalement, le vecteur P est présenté a l'entrée d’un
décodeur & entrée souple de réseau. Ce pourra étre le décodeur par spheres ou l'un des deux
décodeurs sous-optimaux. Si le réseau est de dimension raisonnable, N < 8, on pourra comparer
ces résultats a ceux du décodage exhaustif.

Le codage de ces alphabets multidimensionnels est un moyen pour réduire efficacement les
erreurs causées par la corrélation des signaux. Le choix du rendement de la TCM est directement
lié & la taille de la FSK utilisée. Dans le cas des réseaux, nous allons montrer qu’il faut utiliser
un empilement de sphéres dense pour atteindre les meilleurs performances.

2.4.1 Choix du réseau

La figure 2.17 illustre le lien entre la constellation cubique C, issue du réseau A avec laquelle
nous travaillons, et les fréquences. Soit A ’alphabet multidimensionnel FSK de taille M codé
par un réseau de points A. M est aussi le nombre de points dans la constellation C extraite de
A associée & A. Dans la suite, nous parlerons indifféeremment d’alphabet multidimensionnel FSK
ou de réseau de fréquences.

On note B la largeur du cube N-dimensionnel relatif a C. B est la bande “artificielle” de la
modulation FSK. En la normalisant par I’écart de fréquence élémentaire %, elle correspond aussi
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-7 -5 -3 -1 1 3 5 7 Afo
Constellation /I\ i " i /I\Q
cubique C o bande "artificielle" b
v "vraie" bande v
-2 5

B, bande "artificielle"

FiG. 2.17 — Constellation cubique N-dimensionnelle.

a l’énergie de la modulation PAM, base du réseau A. On remarque que de maniére parfaitement
équivalente, augmenter le nombre de symboles (resp. fréquences) par dimension dans un réseau de
points (resp. fréquences) amplifie I’énergie (resp. la bande totale). Le cardinal de la constellation
C, identique & celui de I'alphabet A, peut étre exprimé en fonction des paramétres du réseau et
de la modulation

(£m)
Card(C) = M = 2K = % (2.45)

En effet, le volume fondamental vol(A) est homogeéne & des distances plutot qu’a des écarts de
fréquences. K est le nombre de bits d’information par point du réseau. On déduit de ’équation
(2.45)

2=

B =2

Vwol(A) %

Cette expression conduit au résultat suivant :

Lemme 2 Soient C une constellation cubique extraite d’un réseau A et A l'alphabet N -dimensionnel
FSK qui lui est associé dans l’espace des fréquences. Minimiser le volume fondamental du réseaqu
A équivaut a minimiser la bande occupée par la modulation FSK.

Lorque la détection est cohérente, les réseaux les plus denses sont ceux qui obtiennent les
meilleures performances sur canal gaussien. Nous montrons que ce résultat est généralisable au
cas de la détection non cohérente.

Théoréme 2.4.1 (Optimalité des réseaur denses)

Soit A un alphabet N -dimensionnel FSK codé par un réseau A. Les performances de A sur canal
gaussien avec détection non cohérente seront d’autant meilleures que A sera dense.

Preuve La démonstration de ce théoréme repose sur 'analyse des variations de la probabilité
d’erreur par paire P(S; — ;) (équation (2.2)) qui dépend des deux parameétres essentiels

o’E 2B & sin(rAf,, T)\ 2
X, =2~ X, = L2\ (2T nt)
' N . ! n;l < TAfnT )

Cette analyse permet de déduire les caractéristiques des meilleurs réseaux et notamment de relier
les performances du systéme codé a la densité du réseau A. Nous avons déja pu remarquer au
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chapitre 1 que la probabilité d’erreur par paire décroit avec X;. Sa dépendance en X; n’est pas
influencée par le choix du réseau. Les composantes entiéres p,, , délivrées par le codeur de réseau
et les fréquences élémentaires f, , des signaux FSK vérifient

A
fm,n = Pm,n X %

Nous définissons la distance dans ’espace des fréquences entre deux points S;,S; de 'alphabet
A, notée dp, par

N
d@ = Af2, (2.46)
n=1

ou Afy = fin— fjn est I'écart de fréquences sur la composante n. Cette distance vérifie le lemme
3.

Lemme 3 La distance dp dans [’espace des fréquences est proportionnelle au gain fondamental
du réseau de points y(A).

Deux exemples simples sont d’abord envisagés.

— S; et S; ont une seule composante différente :
Alors, il existe un unique indice n pour lequel s;,(t) # s, (t), par exemple n = 1, c’est-a-

dire
o in(nAfi1T) -
i) | = op SMEANT) iy g .
[y’ = |l AT et [up , Vn #
X s’écrit
o? o}(N - 1)E
X; = 2 —
N———— N——

dépendant du réseau indépendant du réseau

La figure 2.18 illustre ’équivalence réseau de points/réseau de fréquences.

réseau de points réseau de fréquences
+31 +38f
— Afr _ 4Af
dp =4 Sp = 48p
Af
L

F1G. 2.18 — Projection sur I’axe de 'unique composante distincte de S; et Sj, f;1 = 3 et f;j1 = —1.
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Af1 est a la fois proportionnel & la distance euclidienne sur le méme axe et & Iécart
élémentaire %. La distance dans 'espace des fréquences définie par dp = \/AfZ = Af;
vaut

Afo dg Afo

dr = d _ 2B gy 20
F B =g Py

(2.47)

Apreés simplifications,

dp x 2 N Vv(A) B

ou la distance euclidienne et le gain fondamental vérifient respectivement

dp x dEmm(A) et 7(A) = N Q)OZ(A)

Le lemme 3 est bien vérifié pour ce premier cas particulier.
S; et S; ont deux composantes différentes :

Il existe deux indices n et ng pour lesquels s;,, (t) # Sjn, (t) et Sin,(£) # sjn,(t), par
exemple ny =1 et ngo =2

- in(mA -
i) = ol =28 2By e i = 2B, Ve 1,2 (249)
TA fn
X s’écrit
2(N -2)E
X — 2 a(
i= 4E}V o (P 4 [pal?) + — N
~ ~—_——

dépendant du réseau indépendant du réseau

La figure 2.19 illustre le cas de deux composantes distinctes. Comme précédemment, A f;

et Afo sont respectivement proportionnels & la distance euclidienne sur leur axe et a Af 0
A A
Afl = dE1 % et Afg = dE2 % (2.49)

Alors, dp = /Af? + AfZ vaut

A
dp = \/d% +d2, f)

A

x 27% \/y(A) B (2.50)

Le lemme est encore une fois vérifié.
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réseau de points réseau de fréquences

+34 35

A A A

S =480 =dp, A0
+1 4 +&8f

A A N
IV e S

1 > | | |

+1 +3 +5

Af2 _ gAfy Afo
2 2 2

:dE'2

F1G. 2.19 — Projection sur les axes des deux composantes distinctes de S; et S, fi1 =3, fi2 = 5,

fj,l =1et fj,g =1.

Ces deux exemples mettent bien en valeur I’équivalence entre les réseaux de points et les
réseaux de fréquences ainsi que I'importance du choix du réseau. On peut maintenant généraliser
le résultat du lemme 3 & deux points S;, S; n’ayant aucune composante commune. X; s’écrit

C¥2 2
X =
J 4EN0(|M1|

[\

+ el + .+ e ]?)

dépendant du réseau

Sur chacun des N axes, Af, « dg, %, soit
al Af K
dp = \| Y Af2 o< dgmin(A) TO x 2~ \/y(A) B

n=1

De plus, la valeur minimale de dr est donnée par
dpmin = 27N x \/v(A) x B

D’ou le lemme 3.

(2.51)

Ce résultat intermédiaire nous permet de démontrer le théoréme. En effet la relation (2.51)
peut étre interprétée comme suit : pour une valeur donnée de 'efficacité spectrale K/N bits par
dimension et pour une bande fixe B Hertz, la distance dans ’espace fréquentiel augmente avec la
densité du réseau A. Par conséquent, en choisissant le réseau le plus dense dans ’espace réel de
dimension N, nous maximisons la distance fréquentielle 2712;1 Af2. Ceci équivaut & minimiser le
parametre X ; par suite, la contribution de la corrélation dans la probabilité d’erreur par paire,

c.q.f.d.

Pour les simulations, nous avons choisi de travailler avec deux cas de réseaux les plus denses :

le réseau de Gosset Eg en dimension 8 et le réseau de Leech Aoy en dimension 24.



80 2. MODULATIONS CODEES A COMPOSANTES CORRELEES

2.4.2 Choix de ’espacement fréquentiel de la FSK, Af,

Si les réseaux les plus denses sont ceux qui permettent de compenser au mieux les dégradations
des performances dues & l'utilisation de signaux corrélés, il faut tout de méme veiller au choix
de lespacement fréquentiel. D’une part, A fy intervient (au travers de la bande B) indirectement
dans le calcul de I’efficacité spectrale de ’alphabet multidimensionnel FSK codé; d’autre part, le
comportement du réseau ou de la TCM, et notamment le gain de codage réel qu’ils permettent
d’atteindre, en dépend fortement. En effet, les réseaux de points et les modulations codées en
treillis “voient” le réseau de fréquences.

Soit C une constellation extraite d’un réseau de points A. Elle est construite a partir d’une
modulation QAM. Pour ce type de modulation, la notion de voisinage existe et les erreurs ont
lieu majoritairement en faveur des voisins les plus proches du point effectivement émis. Dans ces
conditions, les réseaux de points se révélent d’autant plus performants que la dimension et le gain
fondamental augmentent. Dans notre cas, les alphabets multidimensionnels associent le codage
des réseaux de points aux modulations de fréquence FSK. Lorsque toutes les fréquences sont
orthogonales, les signaux sont tous & la méme distance c’est-a-dire que la corrélation (notion de
distance dans ’espace des fréquences) est la méme entre toutes les paires de signaux (s;(t), s;(t))

i = 2FE 1=
Pl = 0 iy
La notion de voisinage n’existe pas pour des modulations de fréquences a signaux orthogonaux.

Les erreurs peuvent étre faites en faveur de n’importe lequel des signaux FSK et U'effet du réseau
est totalement occulté. D’oul le résultat suivant

Lemme 4 Le codage par les réseauz de points d’alphabets N-dimensionnels FSK est utile si et
seulement st les signaux FSK sont corrélés, c’est-a-dire que [’espacement fréquentiel élémentaire
vérifie Afo < 1/T.

En revanche, 'utilisation d’un espacement fréquentiel strictement inférieur a ’inverse du temps
symbole introduit un effet de voisinage. La distribution des corrélations permet d’espérer un gain
a partir du moment ou les plus proches voisins au sens de la corrélation sont vraiment dominants.
C’est pourquoi le choix de Afy doit étre fait consciencieusement : si A fyT est trop proche de
1, tous les signaux sont & la méme distance. Si AfyT est trop proche de 0, les signaux sont trés
corrélés et un phénoméne de proximité équivalent se manifeste.

Toutes nos simulations sont basées sur 'utilisation d’une modulation 8-FSK. L’analyse de la
distribution des erreurs d’une modulation FSK en fonction de la valeur de I’espacement fréquen-
tiel A fy peut étre faite théoriquement, ou en tracant les histogrammes des erreurs par simulation.
Les démarches que nous avons entamées pour la recherche d’histogrammes théoriques se sont ré-
vélées infructueuses. Nous proposons tout de méme des résultats de simulation. Différentes valeurs
de rapport signal-a-bruit sont envisagées : 0 dB, 4 dB et 8 dB. Le schéma de transmission est tres
simple : la modulation 8-FSK est émise sur un canal gaussien et la détection est non cohérente.
Un critére de décision dure permet d’obtenir les distributions des erreurs de la figure 2.20; le
signal détecté est celui qui présente la plus grande valeur de probabilité a posteriori. Le nombre
de points transmis est choisi de maniére a obtenir les histogrammes avec une précision suffisante.

Notons que les histogrammes ici présentés sont obtenus par rapport a la fréquence zéro.
Les huit fréquences de la modulation n’ont pas le méme voisinage (un ou deux voisins selon
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Fia. 2.20 — Distribution des erreurs pour une modulation 8-FSK pour différentes valeurs de
AfoT = 1,0.75,0.42,0.1 (de haut en bas) et du rapport signal-a-bruit Ej,/Ny = 0,4,8dB (de
gauche a droite).
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que la fréquence est en bordure de la bande ou au centre). Une étude plus précise devra tenir
compte des histogrammes obtenus pour chacune des fréquences pour tracer un histogramme
moyen. Cependant, la figure 2.20 illustre parfaitement nos suppositions : lorsque les fréquences
sont orthogonales, on se trompe indifféremment sur 'un des huit signaux de la 8-FSK. Lorsque
I’espacement fréquentiel diminue et que le rapport signal-a-bruit augmente, la modulation FSK
tend vers le comportement d’une modulation QAM : on se trompe uniquement en faveur des
signaux a la distance minimale. Nous reviendrons sur le choix de ’espacement fréquentiel au
chapitre suivant.

2.4.3 Grande robustesse des schémas codés face a la corrélation

Tous les alphabets multidimensionnels considérés sont construits a partir d’'une modula-
tion 8-FSK corrélée, d’espacement fréquenciel Afy < 1/T. La figure 2.21 rappelle l'effet né-
faste de la corrélation sur les performances de cette modulation. Nous l'avions déja remar-
qué pour une BFSK au chapitre 1. Différentes valeurs de l’espacement fréquentiel sont envi-
sagées : AfoT = 1.0,0.5,0.42,0.34,0.25,0.1. Les valeurs de corrélation correspondantes sont
1 =0,0.64,0.73,0.82,0.9,0.98. L’augmentation de 'efficacité spectrale qui en découle se fait au
détriment d’une dégradation considérable de ces performances : pour un taux d’erreur de 1074,
multiplier Uefficacité spectrale par un facteur 4 (AfyT = 1.0 — AfoT = 0.25) conduit & une
perte de plus de 8 dB.
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FiG. 2.21 — Performances d’'une modulation 8-FSK non codée pour différentes valeurs de 1’espa-
cement fréquentiel A fyT = 1.0,0.5,0.42,0.34,0.25,0.1.

Les modulations codées en treillis présentées sont des modulations PAM-8 de rendement 2/3,
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de longueur de contrainte L et de polynomes générateurs respectifs L = 5, (23,04,16) et L =7,
(101,016, 064). La structure du décodeur a été décrite au paragraphe 2.1.2. Un systéme similaire
a été proposé par Wittke [79]. Ces travaux se limitent & des modulations Q-FSK de petite taille,
Q@ < 4, pour lesquelles le gain n’est pas manifeste. Par ailleurs, nous travaillons avec une fenétre
finie dans le treillis pour pouvoir assimiler les alphabets codés TCM & des systémes de codage
faible latence. Wittke considére une fenétre infinie dans le treillis, le systéme reléve dans ce
cas du codage forte latence. La figure 2.22 illustre ainsi les performances d’un alphabet FSK
multidimensionnel codé par une TCM 16 états (L = 5) et une TCM 64 états (L = 7) pour trois
valeurs de I'espacement fréquentiel A foT = 1.0,0.5,0.34. La robustesse d’un tel schéma face a la
corrélation est indéniable. Les performances de la modulation 8-FSK non codée avec A foT = 0.5
sont données & titre de comparaison. L’alphabet codé TCM, AfyT = 0.5 et la 8-FSK non codée,
AfoT = 0.5 occupent la méme bande. Tandis que I'alphabet codé TCM, AfyT = 0.34 et la
8-FSK non codée, AfyT = 0.5 ont la méme efficacité spectrale 0.75 bits/s/Hz. Dans les deux
cas, le schéma, codé apporte un gain pour une probabilité d’erreur de 1072 : 3 dB et 1.75 dB
respectivement pour la TCM 2/3, 16 états, 3.25 dB et 2 dB respectivement pour la TCM 2/3,
64 états.
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(a) TCM 2/3, 16 états (b) TCM 2/3, 64 états

FiG. 2.22 — Performances d’une modulation 8-FSK codée par une PAM-8 TCM de rendement
2/3, AfoT =1.0,0.5,0.34 vs. 8-FSK non codée, AfyT = 0.5.

Un codage par les réseaux de points interdit une démodulation dure. En effet, ne pas exploiter
les informations souples fournies par le banc de filtres adaptés équivaut a perdre complétement
Ieffet du réseau et & ne pas profiter du gain de codage. Nous utilisons le schéma décrit au pa-
ragraphe 2.1.3 : une démodulation souple associant un banc de filtres adaptés au convertisseur
signal-APP pour canal gaussien et un décodeur de réseaux & entrée souple. Nous nous restreignons
ici au décodeur par sphéres bien que différents schémas aient été proposés. Ces derniers apporte-
raient un gain de complexité en cas d’application pratique. Nous donnons les résultats obtenus
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grace aux réseaux les plus denses en dimension 8 et 24 : le réseau de Gosset Eg, y(Eg) = 3 dB et
le réseau de Leech Aoy, v(A24) = 6 dB. Les rendements des codeurs sont respectivement 2.5/3 et
2/3 [26]. La mise en ceuvre d’un décodage exhaustif & titre comparatif n’a pas été envisagée. Le
nombre de points, 220 et 2*8 respectivement, conduit 4 une trop grande complexité. Les perfor-
mances des alphabets FSK multidimensionnels codés par Eg et Ayy sont présentées figure 2.23.
Les valeurs de I'espacement fréquentiel sont A fyT = 1.0,0.5,0.42,0.34,0.25. Comme prévu, le
codage par les réseaux est trés robuste face a la corrélation et les résultats du réseau de Leech
sont meilleurs que ceux du réseau de Gosset. Pour un taux d’erreur de 3 x 1074, la perte n’est
plus que de 1 dB pour multiplier Iefficacité spectrale par 4 grace au réseau de Leech.
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FiGg. 2.23 — Performances d’'une modulation 8-FSK codée par un réseau de points, AfyT =
1.0,0.5,0.34.

Les figures 2.24 et 2.25 permettent de comparer les différents systémes codés ou non a bande
fixe ou a efficacité spectrale fixe. L’efficacité spectrale d’'une modulation 8-FSK orthogonale non
codée est de 0.375 bits/s/Hz. La modulation BFSK orthogonale non codée d’efficacité spectrale
0.5 bits/s/Hz sert de référence. Dans les deux premiéres figures, on retrouve la modulation 8-FSK
non codée et les schémas codés pour A foT = 0.25 (a) et AfoT = 0.34 (b). Tous les systémes codés
se comportent trés bien face & la corrélation. Par exemple, 'efficacité spectrale est augmentée de
0.5 4 0.938 bit/s/Hz avec 1.3 dB de gain pour un taux d’erreur de 10~* (Eg, AfoT = 0.34) et de
0.5 4 0.75 bits/s/Hz avec 2.5 dB de gain pour un taux d’erreur de 2 x 107> (Agq, AfoT = 0.34).

Les deux derniéres figures donnent les résultats pour deux valeurs fixées de 'efficacité spec-
trale : 0.5 bits/s/Hz (a) et 0.75 bits/s/Hz (b). Ainsi pour la figure 2.25(a), la modulation BFSK
non codée est orthogonale et tous les schémas codés supposent une valeur de ’espacement fré-
quentiel de la 8-FSK égal a AfyT = 0.5. Pour la figure 2.25(b), on a toujours une BFSK
orthogonale, la 8-FSK est telle que A fyT = 0.5, la 8-FSK codée par le réseau de Gosset suppose
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Fia. 2.24 — Comparaison des différents schémas codés ou non a bande fixe, vs. BFSK orthogonale
non codée.

AfoT = 0.42 tandis que pour tous les autres schémas codés A fyT = 0.34. Une fois encore, les
différents schémas codés se montrent trés performants.

2.5 Conclusions

Des TCM et des réseaux de points, le choix du codage faible latence utilisé se fera en fonc-
tion des contraintes propres du systéme pratique. Dans tous les cas, ils ont pour avantage de
présenter des complexités de mises en ceuvre raisonnables tout en améliorant considérablement
les performances de la modulation FSK corrélée sous-jacente. Les réseaux de points, comme les
TCM ont la propriété d’optimiser le taux d’erreur par point. Ces systémes sont par conséquent
appropriés aux décodeurs par blocs, aussi bien le décodeur de Viterbi que les décodeurs de réseau.
Le traitement des données en réception se fait sur des blocs de N signaux.

Notons que le choix de l’espacement fréquentiel revét une importance toute particuliére
lorsque 1’on utilise les réseaux de points. Nous généralisons ce résultat dans le chapitre qui
suit.

Enfin, nous avons montré et constaté que la densité du réseau conduit & une minimisation
du terme P, de I’équation (2.2), et donc a de meilleures performances. Le prix a payer pour
atteindre effectivement le gain du réseau est une légére perte en efficacité spectrale.
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FiGg. 2.25 — Comparaison des différents schémas codés ou non & efficacité spectrale fixe 7, vs.
BFSK orthogonale non codée, 0.5 bits/s/Hz.
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Chapitre 3

Signaux corrélés et décodage itératif *

Apres avoir étudié deux techniques de codage faible latence au chapitre précédent, nous
envisageons ici un codage forte latence des alphabets multidimensionnels construits & partir de
modulations FSK corrélées. Pour cela, les codes convolutifs et les turbo codes sont considérés.
Les codes convolutifs, initialement introduits par Elias [30] comme une alternative aux codes en
blocs, ont ensuite donné lieu & de nombreux travaux parmi lesquels [33]|[44]. Les turbo codes ont
été introduits en 1993 par Berrou et al. [14].

Depuis I’énoncé du théoréme fondamental de codage par Shannon en 1948, le codage de
canal en général et la recherche de bons codes en particulier ont fait couler beaucoup d’encre.
Des ouvrages de référence sont désormais disponibles [11][50][57][73].

Nous rappelons tout d’abord les principales caractéristiques d’un code convolutif. Par ailleurs,
il existe plusieurs méthodes pour les décoder. Nous décrivons au paragraphe 3.1 le décodage a
entrée souple et sortie souple (SISO, Soft-Input Soft-Output) qui pourra étre utilisé comme brique
de base d’un décodage itératif. L’algorithme aller-retour (FB, Forward-Backward) [4] permet de
mettre en ceuvre 'un de ces décodeurs souples. Nous détaillons ensuite au paragraphe 3.2 la
structure ainsi que les performances des turbo codes, avant de passer a la description du systéme
forte latence a proprement dit au paragraphe 3.3.

Deux types de décodage sont envisagés et expliqués. Un décodage APP simple basé sur
la concaténation d'un démodulateur APP non cohérent et du décodeur SISO et un décodage
constitué d’une détection non cohérente itérative et d’'un décodage APP simple.

Finalement, les résultats obtenus avec ces deux types de codes sont explicités aux paragraphes
3.4 et 3.5 : pour les modulations @Q-FSK non orthogonales sur canal gaussien et pour un alphabet
de diversité 4 & composantes corrélées (cf. chapitre 1) sur canal de Rayleigh.

*Les résultats relatifs aux turbo codes ont été présentés au Colloque Turbo codes in digital broadcasting - Could
it double capacity ?, Londres, novembre 1999, et ont été publiés dans IEEE Communication Letters, octobre 2000.
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3.1 Décodage a entrée souple et sortie souple d’un code convolutif

Le codeur d'un code convolutif binaire C(n,k, L) admet k bits en entrée et délivre n bits en
sortie [57][62]. Il est constitué de k registres a décalage comportant chacun v cases mémoire ou
v et L = v+ k sont respectivement la mémoire et la longueur de contrainte du code. C est de
rendement R = % Un code convolutif pourra étre décrit par sa matrice génératrice semi-infinie
ou par ses polyndmes générateurs, en octal dans la plupart des cas, qui lient les n sorties du
codeur & ses k entrées. Il existe trois représentations graphiques d’un code convolutif

— L’arbre - il est périodique aprés L étapes; sa hauteur et sa largeur sont infinies.

— Le treillis - sa hauteur est limitée au nombre d’états 2(2=%) ; sa longueur est infinie et on
dénombre 2F transitions par état.

— Le diagramme d’état - il n’est pas périodique, ne posséde ni hauteur, ni largeur et permet
de trouver la distribution de poids du code.

Le codeur convolutif binaire peut étre systématique : & toute suite de k bits en entrée, on
associe m bits tels que les k premiers sont une copie des bits d’information et les n — k suivants,
les bits codés. Cette propriété n’est pas suffisante. Afin de garantir de bonnes propriétés de
distance dans le code, le codeur doit aussi étre récursif : les sorties du codeur sont réinjectées en
entrée. On identifie alors deux grandes classes de codes convolutifs : les codes convolutifs récursifs
systéematiques (RSC, Recursive Systematic Convolutional) et les codes convolutifs non récursifs
non systématiques (NRNSC, Non-Recursive Non-Systematic Convolutional). Les codes RSC a
structure canonique sont de rendement ﬁ_l et les codes NRNSC de rendement % La figure 3.1
représente ainsi deux codeurs possibles pour le code (2,1,5) de polynomes générateurs (37,21).

Tk b

v o L L L

I "

Code NRNSC Code RSC

F1a. 3.1 — Codeurs du code convolutif (37,21).

Passons maintenant & la description détaillée du décodeur SISO. Le code convolutif C'(n, k, L)
est utilisé. En considérant une fenétre de taille finie dans le treillis, il est transformé en un code en
blocs linéaire binaire C'(N, K). qui contient 2% mots de longueur N bits. On note b = (by,...,bx)
les K bits d’information en entrée du codeur et ¢ = (¢q,...,cn) les N bits codés. Avec un codeur
systématique, on retrouve les blocs de bits d’information & l’identique dans la séquence des bits
codeés. Le vecteur des N échantillons regus en entrée du décodeur est donné par x = (x1,...,ZN).
La probabilité a posteriori' de chacun des N bits codés c; s’écrit

APP(cj) = P(cj/x) = ) P(cj,c/x)
ceC
'Dans ce cas, APP(c;) désigne indifferemment APP(c; = 0) ou APP(¢; = 1). La normalisation est faite en
divisant par APP(¢; = 0) + APP(¢; = 1).
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En appliquant la loi de Bayes, on obtient

APP(ej) = 30 2/ Cj;;)c])) (6. ¢) (3.1)
ceC

L’observation p(x/c;j,c) et la probabilité a priori P(cj,c) sont nulles si le jiéme bit dans c est
différent de ¢;. De plus, si le canal est sans mémoire et que les probabilités a priori des bits codés
sont indépendantes, alors I’équation (3.1) peut étre reformulée

N
APP(g) o Y p(x/e)Ple) = 3 ] plas/eoPler) (32)

ceClc; ceC/ej £=1

P(cy) est la probabilité a priori du bit ¢,. On la note désormais m(cy). Si une information a priori
est disponible pour chaque bit codé en entrée du codeur, ’APP du bit codé ¢; se met sous la
forme

N
APP(cj) < plxj/cj) X Q(i]-)/ X Z Hp(xl/CZ)W(CE) (3.3)

. s . €C/cj =1
observation probabilité a priori € /€ 12

information extrinséque

L’information extrinséque est notée Ext(c;). A partir des observations et des probabilités a priori,
le décodeur SISO est donc capable de fournir deux types d’information souple : les probabilités
a posteriori APP(c;) et les informations extrinseques Ext(c;).

Il existe ainsi plusieurs formes du décodeur SISO selon le nombres de probabilités a priori
dont on dispose et le nombre d’APP ou informations extrinséques que l'on calcule. Le schéma
général d’'un décodeur SISO est représenté figure 3.2.

N observations K a posteriori
—= plxj/c)) APP(¢)) ——

Décodeur SISO

K ou N a prior K ou N extrinséques
—_—= ’/T(Cj) EXt(Cj) =

FiG. 3.2 — Décodeur SISO d’un code convolutif C(N, K).

Citons deux exemples d’utilisation. Dans le cas d’un turbo code paralléle & deux niveaux, les
K bits d’information sont communs aux deux codes constituants. Le décodeur SISO du premier
code délivre K valeurs d’extrinséques sur les bits d’information seulement. Le second décodeur
SISO utilise ces K extrinséques comme K probabilités a priori toujours sur les bits d’information.

Dans le cas d’un turbo code série utilisant un code externe NRNSC et un code interne, le
décodeur SISO interne utilise Ko probabilités a priori et délivre Ky informations extrinséques
sur ses bits d’information, tandis que le décodeur SISO externe utilise N7 probabilités a prior:
et délivre INVq informations extrinséques. En pratique, N = N; = K9 = Ny ou Ny est la taille de
I’entrelaceur.



90 3. SIGNAUX CORRELES ET DECODAGE ITERATIF

3.2 Structure et performances des turbo codes

Les premiers codes concaténés ont été proposés par Forney en 1966 [32]. Il devenait possible de
construire de longs codes en blocs par concaténation série de codes plus courts et plus simples.
Depuis, de nombreux travaux ont été accomplis sur la concaténation parallele [8][9][14] et la
concaténation série [10][74]. Les turbo codes, introduits en 1993 par Berrou et al. [14], sont un
exemple de codes concaténés. Aprés avoir surpris, ils ont soulevé de nombreuses questions dont
certaines ne sont pas encore résolues, par exemple comment mieux comprendre et analyser leurs
performances ? Existe-t-il un critére général de construction ?

Le schéma initialement proposé par Berrou et al. était formé de la concaténation paralléle
de deux codes RSC séparés par un entrelaceur. Cependant, comme pour les autres codages
concaténés, il existe deux types de turbo code : les turbo codes paralléle — concaténation paralléle
de deux ou plusieurs codes convolutifs séparés par des entrelaceurs — et les turbo codes série —
concaténation série de deux codes convolutifs toujours séparés par un entrelaceur. Nous nous
limitons au cas simple de deux codes concaténés, aussi bien pour le schéma paralléle que pour le
schéma série.

Un turbo code est un code en blocs linéaire binaire. On note R son rendement global et
R; = z—j, 1 = 1,2 les rendements des codes convolutifs constituants. Dans tous les cas, Ny est
la taille de I’entrelaceur. Ce dernier peut étre par exemple pseudo-aléatoire. Il a une influence
importante sur les performances globales du turbo code, c¢’est pourquoi de nombreuses études
visant & optimiser le choix de ’entrelaceur ont été menées. On sait notamment que quand Ny

tend vers l'infini, les performances du turbo code se rapprochent de la capacité.

Les performances des différents schémas ont été étudiées en détail [8][9][10]. Les probabilités
d’erreur par bit sont évaluées a partir des distribution de poids des codes. Nous ne rappelons ici
que les résultats importants.

3.2.1 Les turbo codes paralléle

La structure d’un turbo code paralléle & deux niveaux est décrite figure 3.3. Ce turbo code est
un code linéaire binaire de dimension Np. Les deux codes Cy et Cy peuvent étre choisis identiques
ou non, mais ce sont toujours des codes RSC. En effet, les turbo codes paralléle construits & partir
de codes NRNSC sont beaucoup moins performants : seuls les codes RSC permettent d’avoir un
gain d’entrelacement.

IT est la permutation opérée sur les bits d’information. Les Ny bits d’information sont codés
par le premier code C'1. Une version entrelacée par II de ces mémes bits est parallélement codée
par le code C5. Chacun des deux codes RSC C; délivre mzﬂ bits parmi lesquels les Ny bits
d’information (le code est systématique) et (n; —k;) X N /k; bits codés. Les deux versions des bits
d’information ne différent que d’une permutation connue. On pourra choisir de ne transmettre
que 'une des deux pour augmenter le rendement global du turbo code.

Le rendement total R peut étre exprimé en fonction des rendements R; des codes constituants.
On note T; = [%] le nombre de transitions nécessaires a la fermeture du treillis pour le code
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N bits N bits

Code C; :
Ry = kl/nl (n1 — k‘l) X NH/kl bits

: Code (Y
Ny bits  |[B2 =k2/m2 | (ny — ky) x Ni/ks bits

F1G. 3.3 — Structure d’un turbo code paralléle & deux niveaux.

RSC Cj ou L; est sa longueur de contrainte. Alors, en tenant compte de la fermeture du treillis,
R est donné par ’expression
_ RiRy
Ri+ Ry — RiRy + 7”1%]\2”2%

(3.4)

Lorsque l'on néglige la fermeture du treillis, I’équation (3.4) devient

R Ry

R—
Ry + Ry — R Ry

Rl

Et si les deux codes constituants ont méme rendement R; = Ro, R = . Les turbo codes
paralléle les plus fréquemment employés sont les turbo codes de rendement R =1/3 avec Ry =
Ry =1/2, R=1/2 avec Ry = Ry = 1/2 ou la sortie est poingonnée et R = 1/2 avec Ry = Ry =
2/3.

Nous donnons ici les performances du turbo code C de rendement R = 1/3, ou C; = Cs
et Ri = Ry = 1/2. La terminaison des treillis est négligée et Ny désigne toujours la taille de
I’entrelaceur. Le polyndéme énumérateur de poids du code C est défini par

N I
AW z)y= > Y AQLWvZ* (3.5)
W=Wmin Z=2min
ol Aglz est le nombre de mots de code de €'y de poids w sur les bits d’information et z sur les

bits de parité. Le polynome A®1 (W, Z) n’inclut pas le mot tout & zéro du code. Le treillis d’un
code RSC commence et se termine a 1’état zéro, par conséquent, le poids minimal en entrée est
Wpin = 2. Cependant, le poids minimal sur les bits de parité ne correspond pas forcément au

(2)

poids minimal en entrée. On note z, : le poids minimal de la parité associé aux événements

)

d’erreur de poids 2 en entrée. Alors zp, < z,,;,- L'équation (3.5) se récrit

Nn
AW, Z)= > WYAN(w,Z) avec A% (w,Z) = Z VAT

W=Wmin Z=Zmin
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AC1(w, Z) est le polynéme énumérateur de poids conditionnel, puisque le poids w de I’entrée est
fixeé.

L’entrelaceur choisi est aléatoire. Ainsi, les entrées des deux codeurs sont de méme poids tout
en étant indépendantes. On montre alors facilement que la distribution de poids conditionnelle
pour un poids w en entrée du turbo code C, calculée en moyennant sur tous les entrelaceurs,
vérifie [29]

4% (w, 2)])?
AC(w,Z) = C—]u\;n

Sous ’hypothése d’'un décodage & maximum de vraisemblance, une simple application de la
borne de 'union fournit une borne supérieure de la probabilité d’erreur par bit

~ 1l REb
Sgw; W“’Ac(w Z) avec W=Z=e M

Cette borne diverge pour de faibles valeurs du rapport signal- a-bruit £ 0 . Grace a une décompo-
sition des mots de code en événements d’erreur simples, il est possible de trouver une nouvelle
borne de la probabilité d’erreur par bit pour un turbo code paralléle construit & partir de deux
codes RSC [9]

Np o . ( H2+2z5,33n>3
P, zlzi avec H=e Mo (3.6)
eb > / NH (1 _ Hzﬁjl)n72>l .

ipair

L’observation de (3.6) nous permet de constater que les turbo codes construits & partir de codes
RSC présentent un gain d’entrelacement : la probabilité d’erreur par bit décroit en 1/Ny. Ce
n’est pas le cas si les codes constituants sont NRNSC. Par ailleurs, a fort rapport signal-a-bruit,
les performances & maximum de vraisemblance d’un code sont conditionnées par sa distance mini-
male. Asymptotiquement en Ny, la distance minimale du turbo code, appelée distance effective,
est donnée par

dofs = 2+ 22,

Pour une taille fixe de ’entrelaceur, on pourra par conséquent améliorer les performances du

(2)

turbo code si d.yy et donc z,,; sont maximisés.

3.2.2 Les turbo codes série

La structure d’un turbo code série est présentée figure 3.4. Dans ce cas le turbo code est un
code en blocs linéaire (J, K). Le code Cy est appelé code externe et le code Cy code interne.
C1 peut étre choisi indifféeremment RSC ou NRNSC. Notons que l'avantage du NRNSC est
d’augmenter la distance minimale du turbo code. En revanche, pour les mémes raisons que dans
le cas paralléle, le code interne est toujours RSC.
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Code C4 Code Cs

— II =
Ry =k /m Ry = ko /no

K bits Nt bits J bits

F1G. 3.4 — Structure d’un turbo code série.

Les K bits d’information sont codés par C qui délivre Ny bits. Ceux-ci sont entrelacés par
la permutation II de taille Ny;. Le code Cy étant RSC, les J bits codés qu’il délivre contiennent
une version permutée des Ny bits fournis par C.

Ici encore, on peut exprimer le rendement R du turbo code en fonction des rendements des
constituants. En tenant compte de la fermeture du treillis, on a
Ry Ry

R = 3.7
1 + (anl + HZTZ)% ( )

Si on la néglige, (3.7) devient
R=R; X Ry

Le turbo code série le plus fréequemment utilisé est de rendement R = 1/2 avec Ry = 2/3 et
Ry = 3/4. On remarque que pour le méme rendement global R, la concaténation série nécessite
bien souvent 1'usage de codes constituants de rendement et de complexité plus grands que la
concaténation parallele. Cependant, des codes constituants de rendement R; = 1/2 poingnnés
peuvent étre envisagés et dans ce cas, la complexité est comparable.

Nous rappelons ici ses performances. Le code externe C) est transformé en un code en blocs
linéaire binaire (N, K) de rendement Ry = ki/n; et de distance minimale d;;, = di ; tandis
que le code interne C est un code en blocs linéaire binaire (J, Ni1) de rendement Ry = kg/nso et
de distance minimale d;;;, = da. On note C' le turbo code série (J, K).

L’expression du polyndéme énumérateur de poids du turbo code C' s’obtient en faisant le pro-
duit de convolution normalisé des polynomes énumeérateurs de poids des deux codes constituants

AW, Z) =

Nn 4o Cs
Z A (W, 0) x A2 (L, Z) (3.8)

1
0=d; CNn

La variable muette Z désigne ici le poids total en sortie du turbo code série C, et non plus
seulement le poids de la parité.

De la méme maniére que précédemment, on décompose A®(W,Z) a partir du polynome
énumeérateur de poids conditionnel A (w, Z)

AW, Z) = Z WYAS (w, Z) avec A%(w,Z) Z Z7A

W=Wmin Z=Zmin

Cette nouvelle expression nous permet de trouver une borne supérieure sur la probabilité d’erreur
par bit

K
Z % WA (w, Z)  avec W:Z:eRO (3.9)

I/\Z
M|>—~
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L’étude des performances & partir de la décomposition des mots de code en événements d’erreurs
simples conduit & deux résultats importants
— Le turbo code série bénéficie d’un gain d’entrelacement en I/NH(UZI‘H)/2 si et seulement si le
code interne Cy est récursif et systématique. Alors on choisit le code externe Cy non récursif
et non systématique de maniére & augmenter dy, ce qui favorise le gain d’entrelacement.
— La distance minimale ou distance effective du turbo code série est donnée par d.;; = % si
dy est paire et dofp = @ + Z(C:’))Q),min si dy est impaire. z(g;)’mm désigne le poids minimal
de la sortie du code interne C5 pour un poids 3 dans l'entrelaceur.

Le gain d’entrelacement et la distance minimale du turbo code série sont par conséquent
plus grands que ceux du turbo code paralléle. C’est pourquoi les turbo codes série obtiennent de
meilleures performances que les turbo codes paralléle mais au prix d’une complexité plus forte,
du fait notamment de la taille plus importante des treillis.

3.3 Codage forte latence pour les signaux corrélés

Les différents systémes présentés ont deux caractéristiques principales. Avant tout, comme
nous ’avons déja précisé, ce sont des alphabets FSK multidimensionnels construits & partir de
techniques de codage forte latence. Par ailleurs, la concaténation d’un code, d’un entrelaceur et
d’une modulation, c’est-a-dire la composition exacte de nos alphabets, est parfaitement équi-
valente & une modulation codée avec entrelacement de bits. Bien que depuis ’apparition des
modulations codées, il a souvent été considéré que la combinaison du codage et de la modula-
tion est une bonne fagon d’améliorer les performances d’un systéme de transmission, les BICM
conduisent & d’excellents résultats. Les premiers travaux conseillant 'utilisation d’un entrelace-
ment des bits sont présentés dans [80]. Il a de plus été montré dans [21] que les BICM permettent
d’atteindre la capacité lorsque le canal de transmission est gaussien ou & évanouissements lents.

Le premier modéle que nous proposons met en ceuvre un décodage APP simple, tandis que
le second tire pleinement profit des propriétés de la BICM grace a ’association d’une détection
itérative avec retour d’informations souples et d’un décodage APP. Ce dernier systéme, adapté
au non cohérent & partir de [46] est & comparer aux travaux de Li & Ritcey [47][49] qui pro-
posent une méthode de décodage itératif avec retour d’informations dures d’une 8-PSK combiné
a un étiquetage spécifique de la modulation. Nous étudions plus en détails cette question de
I’étiquetage dans le dernier paragraphe de cette partie.

3.3.1 Modéle du systéme avec décodage APP simple

Les notations définies au chapitre 1 restent valables : A fy, T et 2F désignent respectivement
I’espacement fréquentiel, le temps symbole de la modulation @-FSK et I’énergie en bande de
base des signaux de la Q-FSK. La figure 3.5 illustre le modeéle de transmission d’un alphabet
multidimensionnel FSK codé issu de I’association d’un code a forte latence et d’une modulation
FSK corrélée.
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K bits d’information % bits codés entrelacés
\ \! RO
Source Codeur ' | Modulateur | Signal élémentaire |
Binaire Forte Latence 1 i | Q-FSK E
oo ____ ] |
: Canal |
: Non Cohérent :
K bits décodés % probabilités a posteriori désentrelacées E E
/ / ' '
- Décodeur -1 E Convertisseur Banc de E
a entrée souple | signal-APP Filtres Adaptés :
| |

Canal FSK

FiG. 3.5 — Alphabet FSK multidimensionnel codé, décodage APP simple.

Chaque bloc de K bits d’information, by, ...,bx, est codé par un schéma de codage forte
latence de rendement R et entrelacé par la permutation II aléatoire. Les % bits codés et entrelacés
sont utilisés pour étiqueter N composantes entiéres p,, n = 1,..., N. Chaque p,, élément de
Palphabet {£1,+3,...,£(Q — 1)} est un symbole d'une modulation d’amplitude en phase de
taille Q. Les grandeurs R, K, N et @ vérifient la relation K = R x N x logy(Q). Le schéma de
codage utilisé est un code convolutif ou un turbo code paralléle.

On note my, un entier choisi dans ’ensemble {0,...,Q — 1}. Il y a équivalence parfaite entre
les composantes p,, et les entiers m,, ; en effet,
_ Dn— (Q B 1)
My =——5——

Chaque m,, modélise le choix d’une fréquence parmi les () possibles. Ainsi, dans 'intervalle de
temps [(n — 1)T,nT|, la composante p,, est associée — par I'intermédiaire du modulateur Q-FSK
— & Pémission physique du signal élémentaire s, (t) = s, () issu d’'une modulation Q-FSK et
déja défini au paragraphe 1.1.1

[2F
sn(t) = 7ﬁ%%t0§t<T%1§n§N

ou encore sp(t) € {so(t),...,sg—1(t)}. Par construction, la fréquence élémentaire f, prend Q
valeurs possibles uniformément séparées de Afy. Elle est en effet proportionnelle & p,, ou m,,
Afo
Jn =pn X T =mp X Afo

Contrairement au précédent chapitre, les signaux élémentaires ne sont pas regroupés et traités
par blocs de N : s,(t) est simplement émis dans l'intervalle de temps [(n — 1)T,nT[. Ainsi, le
caractére multidimensionnel de ’alphabet FSK provient de la taille de la fenétre d’observation en
sortie du canal et non plus de la taille NV du bloc de données. Bien qu’en théorie des entrelaceurs
de taille trés grande, voire infinie, existent, en pratique, il n’est pas envisageable de mettre en
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ceuvre de tels systémes. Pour un alphabet codé par un turbo code, on considérera par exemple
un entrelaceur de taille N = Ny = 1024.

Le canal est sans mémoire et la détection est non cohérente ; dans la suite, nous parlerons de
canal non cohérent. Il est caractérisé par une atténuation a et une phase aléatoire ¢,, inconnue
du récepteur. Dans le cas du canal gaussien, « est une constante, nous choisirons simplement
a = 1. Dans le cas du canal & évanouissements, « suit une loi de Rayleigh; p(a) = 206~
et E[a?] = 1. Les phases ¢, sont des variables aléatoires uniformément distribuées, c’est-a-dire

( n) = 5. Le bruit complexe by (t) est additif blanc gaussien de densité spectrale de puissance
= 2Njy.

Dans lintervalle de temps [(n — 1)1, nT/, le signal s,(t) est émis. On recoit

a(t) = ae?® s, (t) + by (t) = ae?® s, (t) + by (t)

Les signaux sont traités séquentiellement en sortie du canal. Le détecteur non cohérent op-
timal & maximum de vraisemblance pour les signaux monodimensionnels FSK se compose d’un
banc de @ filtres adaptés aux @ fréquences possibles de la modulation FSK. Ce résultat est
valable pour les deux types de canaux envisagés, & savoir le canal gaussien et le canal de Ray-
leigh ([57], Annexe 4.C). En pratique, le signal recu r,(t) est filtré par les @ signaux FSK

5q(t) =4/ Qf 2jmfat g =0,...,Q — 1. En sortie du giéme filtre adapteé, la corrélation est définie
par

T
Tyn = / T (t)sy (t)dt = ol mnd bg.n
0

ot pup ™ = fo Smy, (t)s5(t)dt est I'intercorrélation & l'instant n entre les signaux sy, (t) et sq(t),

déja définie dans les précédents chapitres. by, = fOT bn(t)sy(t)dt est le bruit filtré par le signal
s4(t). C’est toujours un bruit gaussien complexe de moyenne nulle, sa densité spectrale de puis-
sance devient 4Ec? = 4EN,. L’observation totale en sortie du banc de filtres est formée d’un
unique vecteur |z,| = (|Zonl, .-, |Tg—1,nl])-

Le décodeur est un décodeur & entrée souple qui prend une décision bit & bit (il minimise
la probabilité d’erreur par symbole au lieu de la probabilité d’erreur par mot), par opposition
aux décodeurs utilisés dans le précédent chapitre qui opéraient sur des blocs de IV symboles. Le
décodage & entrée souple nécessite d’avoir des valeurs de fiabilité sur les bits codés ou les bits
d’information, selon le schéma considéré. Chaque signal sy, (t) émis sur le canal non cohérent est
étiqueté par logy(Q) bits codés que 'on note ¢jp, j = 1,...,1085(Q). ¢;n est le jiéme bit codé
sur U'intervalle de temps [(n — 1)T,nT[. Dans notre cas, il faut convertir les sorties du banc de
filtres adaptés |z,| en log,(Q) informations souples sur les bits codés correspondant.

Par définition, la probabilité a posteriori du bit c;, s’écrit

APP(¢jn) = p(ej,  [2Q-1,n]) (3.10)

L’application directe de la loi de Bayes permet de récrire (3.10)

APP(c;,n) — p(|2al/ aja:nn)f)) ()




3.3. CODAGE FORTE LATENCE POUR LES SIGNAUX CORRELES 97

Si aucune information a priori sur les bits codés n’est disponible, 'observation p(|z,|/c;,,) déli-
vrée par le canal est proportionnelle a la probabilité a posteriori APP(c; )

APP(cjn) x p(|zonl,-- -5 1TQ-1nl/cjn)

Dans la suite, nous ne distinguons pas ces deux grandeurs. L’opération qui consiste & évaluer
les log, (@) informations souples sur les bits codés est effectuée par le bloc “Convertisseur signal-
APP”. Ces APP seront utilisées comme observations par le décodeur a entrée souple.

L’observation pour le bit ¢;, s’écrit

Q-1
pzal/cin) =3 p(lznl/a: cin)p(a/cin) (3.11)
q=0

ot p(g/cjpn)=1 sile jieme bit qui étiquéte le signal s4(t) est égal & ¢j,,, 0 sinon.
Alors,

APP(cjn) o< Y pllzal/q) o Y APP(g,n (3.12)

Q/Cj,n Q/c],n

Aprés normalisation des APP et puisque tous les signaux de la modulation sont équiprobables,
on a APP(c¢j,) = Zq/cj,n APP(q,n).

Une premiére étape consiste a évaluer les probabilités a posteriori APP(q,n) des @ fréquences
possibles, ou de maniére parfaitement équivalente, des @ signaux sq(t) de la modulation dans
l'intervalle [(n — 1)T,nT[. Ces @) valeurs ont déja été définies (paragraphe 2.1.3, équation (2.5)).
Trois calculs ont été détaillés selon le type de canal envisagé. Nous ne rappelons ici que les
expressions obtenues

— canal gaussien

APP(q,n) =

— canal de Rayleigh a évanouissements lents

APP(q,n) =

S b))

— canal de Rayleigh a évanouissements rapides

APP(q,n) = P
Y2 exp (—85’202)

Dans un second temps, le bloc “Convertisseur signal-APP” délivre un ensemble de logy(Q)
probabilités a posteriori APP(c;,,) pour chaque intervalle de temps [nT, (n + 1)T7[.
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La concaténation des opérations de modulation/démodulation de la Q-FSK et du canal non
cohérent forme un nouveau canal & entrée binaire et & sortie souple. La décision bit & bit prise
par le décodeur de la figure 3.5 est basée sur ’ensemble des probabilités a posteriori sur les bits
codés fournies par le canal & entrée binaire et sortie souple aussi appelé canal FSK. Comme
prévu, ces APP sont considérées comme des observations & ’entrée du décodeur. Son role est
alors de calculer de nouvelles valeurs a posteriori en utilisant I'information provenant du canal
FSK, mais aussi les contraintes du code, pour prendre une décision finale.

Dans la suite, deux cas particuliers sont traités. Le codage de la FSK par un turbo code
paralléle conduit & l'utilisation d’un décodage itératif basé sur la mise en cascade des deux
décodeurs SISO des codes constituants. En revanche, lorsque seul un code convolutif est utilisé,
on se contente d’un simple décodeur SISO, tel que celui décrit au paragraphe 3.1.

3.3.2 Modéle du systéme avec détection itérative et décodage APP

L’utilisation des itérations, dans un processus de détection ou de décodage, permet de pro-
pager des informations souples grace auxquelles le systéme sous-jacent affine ses décisions. Pour
cela, les entrées et les sorties des entités impliquées doivent étre souples.

Par exemple, dans le cas du turbo code, chaque décodeur SISO délivre deux types d’informa-
tions souples en sortie : les probabilités a posteriori et les informations extrinséques. Celles-ci sont
alors utilisées comme nouvelles probabilités a priori par le décodeur suivant, et ainsi de suite.
C’est ce qui permet au décodage itératif de converger. Les détails concernant le fonctionnement
de ce décodeur sont donnés dans la section suivante.

Nous nous intéressons ici au modeéle de transmission illustré figure 3.6.

K bits d’information % bits codés entrelacés

e |
[ 214 .
Source \: Codeur o Choix des Modulateur| 1 signal élémentaire
Binaire , | Forte Latence symboles Q-FSK :
|
... - |
BICM Canal
truct d d é
K bits décodés structre du code X« N o Non Cohérent
/ & Drobabilités a posterior: désentrelacées
APPDéCOdeur / -1 Calcul des Calcul des Banc de
SISO APP bits APP signaux Filtres Adaptés|
Ext
x \ 7
o e 0.5
itérations premiére
suivantes itération

FiG. 3.6 — Alphabet FSK multidimensionnel codé, détection itérative et décodage APP.

La concaténation du codeur forte latence — en pratique, nous nous limitons & un codeur
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convolutif — de I’entrelaceur IT, du choix des symboles et de la modulation Q-FSK est équivalente
a une BICM. La détection itérative avec retour d’informations souples associée au décodage APP
simple permet justement de tirer pleinement profit de ses propriétés. Ce schéma est similaire
a celui de la figure 3.5, tout en étant plus général. En effet, si les % bits codés étiquétent des
symboles d’une modulation PAM-Q), I’émetteur est en tout point identique & celui de la figure 3.5.
En revanche, les symboles & émettre peuvent étre choisis dans un alphabet multidimensionnel,
tel que celui présenté au paragraphe 1.2.4. Les modifications apportées & 1’émetteur sont les

suivantes

1. Les % bits codés permettent de choisir le symboles de dimension Ng, chacun parmi M,
dans un alphabet multidimensionnel {Si,...,Sn}.

2. Chaque symbole possible Sy, est de dimension Ng oul chacune des Ng composantes est issue
d’une modulation Q-FSK et correspond au choix de la fréquence m,,, m, € {0,...,Q —1}.

3. Les Ng signaux ()-FSK élémentaires sont émis sur le canal non cohérent sur Ng intervalles
de temps [(n — 1)T,nT1.

On peut toujours lier les principales grandeurs, & savoir le nombre de bits d’information K, le
rendement du code R, le nombre de signaux élémentaires traités N, la taille de la modulation
FSK sous-jacente @, la taille M de ’alphabet des symboles Sy, et leur dimension Ng. En effet

N
K = R x — x logy(M)
N

Si Ng =1, M = @ et on retrouve K = R X N X logy(Q). A la réception, la différence de 1'un
quelconque de ces deux schémas par rapport au cas simple du paragraphe précédent réside dans
la mise en ceuvre du décodage. Les deux entités impliquées dans le processus itératif, a savoir le
bloc “Calcul des APP bits” et le décodeur SISO disposent d’entrées et de sorties souples.

Pour conserver toute la généralité du raisonnement, on note ¢j, 7 = 1,...,logy(M), les bits
codés relatifs a ’émission du symbole S, sur Ng intervalles de temps, soit une durée totale
Ng x T. On remarquera que si I’alphabet de symboles est une PAM-Q, on retrouve la notation
des log, (@) bits codés ¢;, pendant 'intervalle de temps [(n — 1)T,nT[ de durée T puisque
Ng = 1. Le méme raisonnement que celui mené précédemment permet d’écrire

APP(¢j) ocp(lz1l,- . - lzns|/ej) x m(cj)

ot m(c;) désigne la probabilité a priori du bit ¢;. Les Ng vecteurs {|z1],...,|zng|} constituent
I’observation, en sortie du banc de filtres adaptés sur un intervalle de durée Ng x T, relative &
tout le symbole Sy,. On a toujours |z, | = (|zonl,-- -, |[To-1,])-

La densité de probabilité conditionnelle p(|z1], ..., |Tng|/c;) peut étre évaluée en marginali-
sant la densité de probabilité conjointe de tous les symboles de 'alphabet et de ’observation.

M

p(lzl, - lensl/c) = Zp(|$1|,...,|(L‘NS|,Sm/Cj)
1

3
Il

M=

p(|x1|, R |st|/c]') = p(|x1|""’|st|/Sm’Cj)p(Sm/Cj)

1

3
Il

Les logy (M) bits codés associés au choix d’un symbole S, proviennent de 'entrelaceur. Ils sont
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donc indépendants. Alors

M
pllail,. - lansl/e)) =D | pUzls - lensl/Smy ) x [ plee/e))
m=1 l

De plus, on note p(ce/cj) = m(cg). Evidemment, p(c;/c;) = m(c;) = 1 si le jieme bit qui étiquéte
le symbole S, vaut c;, et 0 sinon.

Finalement, aprés normalisation, et en notant APP(S,,) = p(Sn/|z1],...,|zNg]),

pal,- - longl/e) = > [APP(Sy) x [[ () (3.13)

m/c; Iz

Puisque les Ng composantes de chaque symbole S, sont parfaitement indépendantes

Ng
APP(Sp) = p(ma,...,myg /|21l lons]) = [ pOma/l2al, - Jons )
n=1
Seule I'observation |z, | est pertinente pour la composante m,,. Alors,
Ng
APP(Sy,) = [ APP (1, n)
n=1

En effet, la composante m,, correspondant & I’émission physique d’un signal FSK %ej 2mmn A fot

p(mp/|zy|) n’est autre que la probabilité a posteriori APP(my,n) déja définie dans les précédents
paragraphes.

Les logy (M) observations données par la relation (3.13), abusivement appelées APP dans le
bloc “Calcul des APP bits”, sont exploitées par le décodeur SISO du code convolutif. Il délivre
deux types d’information en sortie :

- % X % probabilités a posteriori sur les bits d’information, APP(b;), grace auxquelles on

peut prendre une décision,

— logy (M) informations extrinséques utilisées comme nouvelles informations a priori {m(cy)}

A l'itération suivante.

Les & x % bits b; sont les bits d’information relatifs aux logy(M) bits codés ¢; pour une durée
NS xT.

En résumé, le principe de la détection itérative associée au décodage APP est le suivant

e initialisation : initialiser les logy(M) probabilités a priori m(c;) & 3. Calculer les Q x Ng
APP(my,n), et en déduire les logy(M) observations p(|z1],. .., |zng|/cj).

e 3 chaque itération :

— calculer les log, (M) observations p(|z1i],...,|zng|/cj) & partir de I’équation (3.13).
Les Q x Ng probabilités a posteriori APP(my,,n) sont inchangées et chaque probabilité
a priori w(cy) est prise égale a I'information extrinséque Ext(cy) fournie par le décodeur
SISO a l'itération précédente.
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— appliquer le décodeur SISO qui calcule logy (M) nouvelles extrinseques Ext(cy) et
K ., Ng

7 X * nouvelles probabilités a posteriori sur les bits d’information APP(b;).

e étape finale : & la derniére itération, les APP sur les bits d’information sont traitées par
un détecteur & seuil. Si APP(b; = 0) > APP(b; = 1), b; =0, sinon, b; = 1.

Ce schéma se révéle trés performant en pratique. De plus, nous remarquerons que trois ou
quatre itérations suffisent & faire converger le systéme vers ses meilleures performances. Ce phé-
nomeéne peut étre expliqué grace a la méthode de la fonction de transfert [20].

3.3.3 Importance du choix de 1’étiquetage

Le schéma de modulation codée avec entrelacement de bits initialement proposé par Zehavi
[80] conduit & une amélioration significative des performances sur un canal a évanouissements :
I’emploi d'un entrelaceur sur les bits plutdt que sur les symboles augmente 'ordre de diversité de
la modulation. Cependant, la distance euclidienne minimale est réduite et le décodeur n’exploite
pas pleinement les avantages apportés par cet entrelacement des bits. Les travaux de Li & Ritcey
[47][49] ont montré que 'on peut s’affranchir de ces inconvénients en procédant & un décodage
itératif avec retour d’informations dures. Dans ce cas, les performances dépendent fortement du
choix de I’étiquetage. En effet, plus celui-ci permet de maximiser la distance euclidienne minimale
de chaque sous-ensemble, plus les résultats de la BICM décodée itérativement sont bons.

La BICM est construite & partir d’'une modulation de phase de taille 8. Chaque symbole
est ainsi étiqueté par trois bits. Trois types d’étiquetage sont envisagés : ’étiquetage de Gray,
I’étiquetage d’Ungerboeck et un étiquetage mixte. La figure 3.7 illustre, pour chaque étiquetage,
les sous-ensembles correspondant a chacun des trois bits. Dans tous les cas, la distance euclidienne
minimale est la méme dans tous les sous-ensembles. En revanche, le nombre de voisins a la
distance minimale différe.

A la premiére itération, les performances sont d’autant meilleures que le nombre d’erreurs
possibles pour chaque bit est réduit. Par ailleurs, pour ce type de modulation, on se trompe
majoritairement pour des voising situés & distance minimale. Observons ’étiquetage de Gray
(figure 3.7(a)). Pour chacun des trois bits, il y a respectivement deux, deux et quatre possiblités
de prendre une décision erronée, qui correspondent en fait aux nombre de points proches des
frontiéres entre les régions {Bit i = 0} et {Bit i = 1}. En procédant a la méme observation pour
les deux autres méthodes d’étiquetage, il est manifeste que pour ce critére, 'étiquetage de Gray
est meilleur que I'étiquetage mixte, lui-méme meilleur que 1’étiquetage d’Ungerboeck.

C’est pourquoi, dans le cas du décodage classique d’une BICM (sans itération), I’étiquetage
de Gray est toujours privilégié [21][80].

Au cours des itérations suivantes, les informations dures réinjectées transforment le canal
8-PSK en un canal binaire dans lequel la décision pour chacun des bits est maintenant prise
entre deux points d’'une BPSK. Ceci est illustré figure 3.8. Par exemple, si la premiére itération
indique que le Bit 2 vaut 0 et que le Bit 3 vaut 1, le choix pour décoder le Bit 1 dans le cas
d’un étiquetage de Gray se fait entre le symbole 001 et 101 (figure 3.8(a)). Pour optimiser les
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FiG. 3.7 — Représentation de trois types d’étiquetage et des régions de décision pour chacun des
3 bits de la 8-PSK. (a) Gray, (b) Ungerboeck, (c) mixte.

itérations suivantes, il s’agit cette fois de maximiser la distance euclidienne minimale de toutes
les paires de signaux BPSK. L’étiquetage d’Ungerboeck répond au mieux & cette attente, suivi
de I'étiquetage mixte et enfin de 1’étiquetage de Gray.

Des erreurs sont toujours possibles lors du rebouclage des informations dures. C’est pourquoi
les performances du décodage itératif dépendent a la fois de celles de 1’étiquetage a la premiére
itération et de la robustesse & la propagation d’erreurs de 1’étiquetage choisi. L’étiquetage mixte
se révele étre un bon compromis [47][49]. On remarquera cependant que cette méthode n’est
optimale que pour une détection itérative avec retour d’informations dures.
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Bit 1 Bit 2 Bit 3
011 011 011
01.0f 001 010 .\o 001 010 9/. X;)Ol
110 j? 000 110 000 110 G& 000
111 100 111 .\O 100 111 ./O 100
101 101 101
(a)
Bit 1 Bit 2 Bit 3
010 010 010
011 001 011 QAY)M 011 ./O x)m
100 000 100 000 100 C\ 000
101 111 101 111 101 @/. 111
110 110 110
(b)
Bit 1 Bit 2 Bit 3
010 010 010
011 001 011 ’AYOI 011 ./€> X;)Ol
110 000 110 000 110 C\ 000
111 101 111 101 111 @/0 101
100 100 100
(c)

FiG. 3.8 — Equivalence entre la 8-PSK et les quatre constellations BPSK due au décodage ité-
ratif avec retour d’informations dures. (a) Etiquetage de Gray, (b) étiquetage d’Ungerboeck, (c)

étiquetage mixte.

Revenons maintenant & notre schéma. La détection itérative associée au décodage APP consti-
tue une technique de décodage itératif avec retour d’informations souples. Lors de la premiére
itération, le raisonnement fait par Li & Ritcey reste le méme, a savoir que I'étiquetage de Gray est
optimal. En revanche, le rebouclage d’informations souples permet, a chaque nouvelle itération,
d’étre dans un contexte parfaitement similaire & celui de l'itération un. Ainsi, 'étiquetage de
Gray reste optimal y compris pour les passes suivantes. Cette conclusion est également renforcée
par le fait que ’étiquetage de Gray optimise la capacité. Par ailleurs, Li & Ritcey ont montré
que si ’on utilise une technique de rebouclage souple plus élaborée qui minimise la propagation
d’erreurs, alors I'étiquetage d’Ungerboeck est optimal [48].
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Dans le contexte du schéma de modulation pour lequel nous présentons des résultats de
simulation au paragraphe 3.5.2, nous avons observé des performances similaires pour les deux
types d’étiquetage, Gray ou Ungerboeck, avec un trés léger avantage a I’étiquetage d’Ungerboeck
(de 'ordre de 0.1 dB 4 10~%). C’est pourquoi seules les courbes obtenues avec étiquetage de Gray
seront présentées.

3.3.4 Choix de I’espacement fréquentiel et du rendement du code

Nous avons déja pu observer au chapitre précédent que le choix de I’espacement fréquentiel
de la modulation FSK sous-jacente aux alphabets multidimensionnels est important. En effet,
dans le cas des réseaux de points par exemple, nous avons vu que si Afy = 1/T, aucun gain
n’est apporté par le codage du fait de l'effet de voisinage inexistant pour une modulation FSK
orthogonale. Par ailleurs, les schémas de codage tels que la TCM de rendement 2/3 ou les
réseaux de Gosset Fg et de Leech Ay de rendements respectifs 2.5/3 et 2/3 se sont révélés tres
performants. Nous apportons ici une explication & ce phénoméne.

La figure 3.9 nous montre que le choix de I'espacement fréquentiel de la FSK revét une
importance toute particuliere.

10
10

10

Pe/bit
=
o,

10

10

10
0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0
Rendement du code R

FiG. 3.9 — Probabilité d’erreur binaire en fonction du rendement du code R et R = AfyT.

Sur cette figure, nous avons tracé la probabilité d’erreur binaire d’une modulation 8-FSK
codée par un code convolutif en fonction du rendement R, et ceci pour deux valeurs du rapport
signal-a-bruit, 6 et 8 dB. Les différents codes convolutifs considérés sont des codes convolutifs
non récursifs non systématiques de complexité de décodage comparable. La table (3.1) résume
leurs rendements R, leurs longueurs de contrainte L et leurs polyndmes générateurs.
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R | L Polynomes générateurs
1/8 | 5 | (37,33,25,25,35,33,27,37)
/4|5 (25,27,33,37)
/315 (25,33,37)

1/2 5 (23, 35)

2/3 |3 (27,75,72)

3/41 2 (13,25,61,47)

TaAB. 3.1 — Codes NRNSC utilisés pour étudier 'influence de I’espacement fréquentiel.

Dans tous les cas, ’espacement fréquentiel de la modulation 8-FSK est choisi égal au rende-
ment du code convolutif utilisé pour le codage, R = A fyT'. De cette facon, tous les systémes codés
ont méme efficacité spectrale 0.375 bits/s/Hz. Le décodage est effectué a l’aide d’'un décodeur
SISO utilisant un algorithme aller-retour.

On observe sur la figure 3.9 que 'espacement fréquentiel ou de maniére équivalente le ren-
dement optimal, c’est-a-dire celui qui minimise la probabilité d’erreur binaire indépendamment
du rapport signal-a-bruit, est AfyT = R = 2/3. De chaque coté de cette valeur optimale, deux
phénomeénes se produisent. Lorsque AfyT = R se rapproche de 1, les signaux sont de moins en
moins corrélés, mais les codes utilisés sont aussi de moins en moins bons, on tend donc vers les
performances de la 8-FSK orthogonale non codée. Lorsque A foT = R se rapproche de 0, le code
utilisé est de plus en plus performant, mais la corrélation induite par la trop grande réduction
de bande ne peut plus étre compensée par le gain de codage, les performances se dégradent. Le
AfoT = R optimal constitue un compromis tant au niveau de la puissance des codes utilisés que
de la corrélation autorisée entre les signaux de la modulation 8-FSK.

Cette analyse justifie les bonnes performances obtenues par les schémas de codage présentés
au chapitre 2. Dans tous les cas, le rendement du code est en effet proche de ou égal & 2/3. L’es-
pacement fréquentiel a pu étre choisi différent de R afin de comparer des systémes de rendements
différents & méme efficacité spectrale ou & méme bande. Les conclusions tirées de la figure 3.9
restent cependant valables. Notons finalement que les probabilités d’erreur binaire peuvent étre
réduites en utilisant des schémas de codage plus complexes (par exemple des codes convolutifs
de longueur de contrainte plus grande).

3.4 Signaux corrélés et turbo codes

Commencons par étudier les performances obtenues par un schéma associant les turbo codes
& une modulation Q-FSK corrélée. Les principaux résultats sur les turbo codes ont été rappelés
au paragraphe 3.2. Comme de nombreux autres schémas de codage performants, leur décodage
ML est irréalisable en pratique du fait de leur trop grande complexité. Une méthode de décodage
itérative basée sur le décodage successif des differents codes constituants est donc envisagée.
Cette technique appelée décodage itératif, non optimale au sens ML du terme, permet pourtant
d’obtenir d’excellentes performances aprés un nombre raisonnable d’itérations. A fort rapport
signal-a-bruit, les performances du décodage itératif tendent vers celles du décodage ML. Certains
travaux se sont notamment intéressés a la rapidité de convergence des turbo codes [19].
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Avant d’analyser les performances & proprement parler, nous décrivons briévement le principe
du décodage itératif appliqué & un turbo code paralléle.

3.4.1 Décodage itératif d’un turbo code paralléle

Nous nous restreignons au cas d'un turbo code paralléle construit & partir de deux codes
convolutifs récursifs et systématiques. La structure du codeur ici considéré est illustrée figure
3.3. Ny désigne la taille de I'entrelaceur. Les Ny bits d’information sont codés par le code C; de
rendement k1/my et une version permutée de ces mémes bits est codée parallélement par le code
Cy de rendement ky/ns.

Le principe du décodage itératif est illustré figure 3.10 : il s’agit de la mise en cascade de deux
décodeurs SISO élémentaires tels que celui décrit au paragraphe 3.1. Bien que chacun d’eux soit
optimal au sens du critére du maximum a posteriori, le décodage itératif ne 1’est pas.

obs. bits d’information l Nir bits décodes
¢ Obs APPl - == —— - - A= f I
bs. bits d ité d
obs. bits de parité de C4 SISO, Code € /:\
A priori Ext :
|
" |
I |
|
L
( Obs APPF------- - = 111
obs. bits de parité de Cs SISO, Code C
) 2
A priori Ext Imt

FiG. 3.10 — Décodage itératif d’'un turbo code a partir des deux SISO des codes constituants.

Ainsi, chaque décodeur SISO élémentaire utilise
— Ny observations communes aux deux décodeurs sur les bits d’information et (n; — k;) X
N1 /k; observations relatives & ses bits de parité; i = 1,2 selon le décodeur concerné
— Ny probabilités a prior: sur les bits d’information
et délivre
— Ny probabilités a posteriori sur les bits d’information
— Ny valeurs d’extrinséques sur les bits d’information

Dans la suite, SISO1 (resp. SISO2) désigne de décodeur SISO relatif au code Cy (resp. Cs).
Nous pouvons décrire précisément le déroulement du décodage itératif :

e initialisation : initialiser les Ny probabilités a priori du premier décodeur & la valeur 1/2.

e itération 1
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— demie-itération SISO1 : le premier décodeur utilise les observations fournies par le
canal pour calculer Ny probabilités a posteriori et Ny informations extrinséques.

— demie-itération SISO2 : le second décodeur utilise une version entrelacée des obser-
vations provenant du canal (les mémes que pour le SISO1). Les Ny informations
extrinséques délivrées par le SISO1 sont entrelacées et servent d’informations a pri-
ori au SISO2. Ce dernier délivre Ny probabilités a posteriori et Ny informations
extrinséques.

e itérations suivantes

— demie-itération SISO1 : le premier décodeur utilise les Ny; informations extrinseques
obtenues & l'itération précédente désentrelacées comme de nouvelles probabilités a
priori et procéde & une nouvelle demie-itération de décodage.

— demie-itération SISO2 : la demie-itération du second décodeur est la méme, quelle
que soit l'itération considérée.

e ¢tape finale : effectuer une détection a seuil sur les probabilités a posteriori délivrées par
le dernier SISO2 pour obtenir les bits d’information décodés.

Ainsi, chaque décodeur SISO correspond & une demie-itération et une itération compléte est
effectuée lorsque Cy et Cy ont été décodés. A chaque demie-itération, il est possible de prendre une
décision sur les bits d’information ; on effectue pour cela une détection a seuil sur les probabilités a
posteriori disponibles. L’évolution de ces probabilités a posteriori et des décisions qui en découlent
peut étre suivie au fur et & mesure des itérations. On peut notamment les utiliser pour mettre
en ceuvre un critére d’arrét de la simulation.

3.4.2 Comportement des turbo codes face a la corrélation

Le systéme correspondant aux alphabets de signaux corrélés codés par un turbo code est
décrit figure 3.5. Le décodage & entrée souple correspond & un décodage itératif d’un turbo
code équivalent a celui du paragraphe 3.4.1. Tous les alphabets sont fondés sur une modulation
8-FSK. Le turbo code paralléle de rendement 1/3 utilisé est construit a partir de deux codes
convolutifs récursifs et systématiques identiques de rendement 1/2 et de polynomes générateurs
(23,35) ; 'entrelaceur est de taille 1024. Les turbo codes de rendement 1/2 et 2/3 sont obtenus
par perforation du turbo code initial de rendement 1/3. Dans tous les cas, le décodage itératif
comporte 12 itérations et chaque décodage SISO utilise un algorithme de type BCJR.

La figure 3.11 illustre le gain apporté par I’emploi des turbo codes pour des systémes de
méme bande. En effet, la 8-FSK non codée, ainsi que les deux modulations 8-FSK codées par
des turbo codes de rendement respectif R = 1/2 et R = 1/3 sont orthogonales, AfyT = 1. Une
approximation de la bande de la modulation 8-FSK est toujours 8 x Afy. Les trois schémas de
codage, 8-FSK non codée, 8-FSK codée par un turbo code 1/2 et 8-FSK codée par un turbo
code 1/3, sont donc d’efficacité spectrale respective 0.375 bits/s/Hz, 0.1875 bits/s/Hz et 0.125
bits/s/Hz. Le turbo code 1/2 apporte un gain de 3.4 dB pour une probabilité d’erreur égale a
10—, tandis que le turbo code 1 /3 permet de gagner 2.9 dB pour cette méme probabilité d’erreur.
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F1aG. 3.11 — Modulation 8-FSK codée par un turbo code de rendement 1/2 et 1/3, vs. modulation
8-FSK non codée. La bande des systémes est fixe, dans tous les cas AfyT = 1.0.

Les résultats de simulations résumés figure 3.12 permettent de comparer les systémes codés
et non codés a méme efficacité spectrale, soit 0.375 bits/s/Hz et & méme bande. Le turbo code
employé figure 3.12(a) est de rendement 1/2, et AfyT = 0.5. Sur la figure 3.12(b), il est de
rendement 1/3 et AfyT = 0.34. La modulation 8-FSK orthogonale non codée a méme efficacité
spectrale que les schémas codés, tandis que les courbes de la 8-FSK non codée avec AfyT = R,
autorisent la comparaison & bande fixe. Dans les deux cas, le turbo code se comporte trés bien
face a la corrélation et permet de gagner 3 dB pour un taux d’erreur de 10~* pour le rendement
1/2 (resp. 2.5 dB pour le rendement 1/3) tout en conservant 'efficacité spectrale de la FSK
orthogonale. Lorsque ’on cherche simplement & mieux utiliser la méme bande, le gain devient
radicalement plus important : 5 dB pour une probabilité d’erreur égale & 3 x 1073 pour le
rendement 1/2 et 8 dB pour une probabilité d’erreur égale a 10=% pour le rendement 1/3. En
contrepartie, le prix a payer est la réduction de lefficacité spectrale due au taux de codage.

Finalement, nous proposons de comparer les performances des alphabets codés a ’aide des
turbo codes aux résultats obtenus avec les réseaux de points et les TCM. Le tout est rassemblé
figure 3.13. Nous rappelons les performances de la 8-FSK non codée avec A fyT = 0.5,0.34 et les
schémas codés, tous de méme rendement 2/3, sont fondés sur une 8-FSK corrélée, AfyT = 0.34.
Exceptée la 8-FSK non codée, AfyT = 0.34, d’efficacité spectrale 1.125 bits/s/Hz, tous les
alphabets ont méme efficacité spectrale de 0.75 bits/s/Hz. Les alphabets multidimensionnels
codés sont plus robustes a la corrélation que la modulation non codée. De plus, les trés bons
résultats des alphabets issus d’un codage faible latence sont encore améliorés par ’emploi des
turbo codes : 1 dB d’écart entre le turbo code 2/3 et la TCM 2/3, 64 états pour un taux d’erreur
de 2 x 107° et 3.8 dB entre le turbo code 2/3 et le réseau de Leech pour un taux d’erreur de
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FiG. 3.12 — Comparaison a 0.375 bits/s/Hz. 8-FSK non codée orthogonale et 8-FSK codée par
un turbo code.

2 x 10~*. L’inconvénient est la forte latence du turbo code; la taille de Ientrelaceur ici égale a

1024 est & comparer aux 48 bits utiles au codage d’un point de Agy par exemple (cf. figure 2.14,
chapitre 2).

3.5 Signaux corrélés et codage convolutif

Enfin, nous nous intéressons aux résultats obtenus par les alphabets FSK codés par un code
convolutif. Dans un premier temps, la modulation sous-jacente est une simple FSK. Nous traitons
ensuite le cas de 'alphabet multidimensionnel de longueur 4 déja introduit au chapitre 1.

3.5.1 @Q-FSK non orthogonale codée sur le canal gaussien

Le schéma de transmission correspond & la figure 3.5. Le décodeur & entrée souple est le
décodeur SISO d’un code convolutif comme rappelé figure 3.14. Les blocs de log, (@) observations
sur les bits codés fournis par le canal sont désentrelacés et utilisés par le décodeur SISO. On
initialise les probabilités a priori ala valeur 1/2. Le SISO délivre alors les probabilités a posteriori
sur les bits d’information correspondant et une décision est prise par détection a seuil. Les
modulations FSK corrélées codées par un code convolutif sont particuliérement adaptées a ce
type de décodage. En effet, un décodage ML de type Viterbi pourrait parfaitement étre mis en
place : chaque branche du treillis serait associée & un signal de la modulation 8-FSK. Une erreur
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Fic. 3.13 — Comparaison des différents types de codage : 8-FSK non codée AfyT = 0.5,0.34

vs. 8-FSK codée par le réseau de Leech, par une TCM 2/3, 64 états et par un turbo code de
rendement 2/3, AfoT = 0.34.

structure du code

i/ K bits décodés
] T
Convertisseur . Décodeur
. II Obs
signal-APP SISO
Sl g

FiG. 3.14 — Décodage SISO d’un code convolutif.

sur la détection d’un signal conduit malheureusement & un groupe de trois erreurs sur les bits
codés. Le décodage SISO mettant en ceuvre le critére du maximum a posteriori, puisqu’il agit
directement sur les bits, permet d’éviter les paquets d’erreurs. En effet, les APP des bits codés
sont extraites des APP que l'on calcule pour les signaux. Ces derniéres sont optimisées au sens
du critére du maximum a posteriori. Nous avions déja remarqué cette différence lors de ’analyse
des résultats des alphabets multidimensionnels codés par une TCM.

Les caractéristiques (rendement R, longueur de contrainte L et polyndomes générateurs) des
différents codes NRNSC choisis pour les simulations sont rassemblées dans la table (3.2).

Nous comparons les performances de constellations FSK codées par un code convolutif et par
une TCM. Les modulations codées en treillis choisies sont des modulations PAM-8 de rendement
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R | L | Polynémes générateurs
1/315 (25,33,37)
/3|7 (133,145,175)
1/319 (557,663,711)

2/3 |3 (27,75,72)

TAB. 3.2 — Codes NRNSC utilisés pour le codage d’'une modulation 8-FSK corrélée.

2/3 et de polynomes générateurs (23,04, 16) pour la TCM 2/3 4 16 états (L = 5) et (101,016, 064)
pour la TCM 2/3 a 64 états (L = 7). Elles sont décodées par 'algorithme de Viterbi modifié
proposé au paragraphe 2.1.2. Tous les alphabets d’'une méme figure occupent la méme bande :
AfoT = 0.5 pour la figure 3.15 et AfpT = 0.34 pour la figure 3.16. On observe sur la figure 3.15

code convolutif 1/3

TC

Pe/bit
=
(@]

10
10

10
2 3 4 5 6 7 8 9

Eb/NO (dB)

Fi1G. 3.15 — Modulation 8-FSK codée par un code convolutif 1/3, L = 5,7,9, vs. modulation
8-FSK codée par une TCM 2/3, L =5,7. AfyT = 0.5.

que pour une complexité équivalente du treillis, les performances des deux schémas de codage
sont comparables, méme s’il existe un facteur 2 sur 'efficacité spectrale du fait des rendements
choisis. La figure 3.16 confirme cette impression : & efficacité spectrale constante, ’alphabet codé
par une TCM se comporte mieux que celui codé par un code NRNSC. Le gain apporté par la
TCM est de 1.5 dB environ pour une probabilité d’erreur égale 4 10~%. Le seul avantage manifeste
d’un code convolutif est la simplicité de mise en ceuvre du systéme de transmission par rapport
a tous les autres schémas (a faible ou forte latence) jusqu’ici envisagés.
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FiG. 3.16 — Modulation 8-FSK codée par un code convolutif 2/3, vs. modulation 8-FSK codée
par une TCM 2/3, L =5,7. AfoT = 0.34.

3.5.2 Alphabet de diversité 4 a composantes corrélées pour le canal de Ray-
leigh

Nous nous intéressons aux performances sur le canal de Rayleigh de I'alphabet multidimen-
sionnel heuristique présenté au paragraphe 1.2.4. En accord avec les notations du modéle de
transmission complet explicité au paragraphe 3.3.2, les M = 8 symboles S, de cet alphabet,
noté A, sont de longueur Ng = 4. Rappelons que A; est défini par

S = (0,1,0,1) Ss = (4,5,3,0)
So = (1,3,2,3) Se = (5,7,5,2)
S; = (2,0,4,5) S; = (6,4,7,6)
Sy = (3,2,6,7) Ss = (7,6,1,4)

Notons que les performances de ’alphabet A; non codé sur canal de Rayleigh ont déja été
comparées a celles d’'une modulation BFSK de diversité 4, notée A,

Sl = (0707070)
S2 = (1717171)

Les différents schémas de codage ici confrontés sont construits & partir de la modulation
BFSK, la modulation 8-FSK, I'alphabet A; et ’alphabet As. Plusieurs valeurs de ’espacement
fréquentiel des modulations FSK sous-jacentes sont envisagées : Afy = 1.0/T,0.75/T,0.25/T et
0.1875/T'. Les courbes de résultats font référence au facteur d’élargissement de bande Be.
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Le code convolutif considéré est un code NRNSC de rendement R = 1/3, de longueur de
contrainte L = 5 et de polynémes générateurs (25, 33,37). Les alphabets supposent tous l’emploi
d’un étiquetage de Gray.

Un décodage a entrée souple simple ainsi que la méthode de détection itérative associée
au décodage APP sont envisagés. Dans ce dernier cas, lorsque rien n’est précisé, les résultats
présentés sont ceux obtenus a la troisiéme itération de décodage. Par ailleurs, des trois méthodes
de calculs des probabilités a posteriori sur canal de Rayleigh proposées au paragraphe 2.1.3, la
seconde est naturellement la meilleure ; c’est celle que nous choisissons pour les simulations. En
outre, pour les alphabets codés construits selon le modéle de transmission de la figure 3.5, le
décodeur & entrée souple correspond & un décodeur de Viterbi classique.

Figure 3.17, l'alphabet \A;, codé ou non, repose sur une 8-FSK corrélée, Afy = 0.25/T, alors
que la modulation BFSK de 'alphabet A5 est orthogonale. Nous avons déja pu remarquer que
I’alphabet A; non codé offre un gain de 1 dB par rapport a I'alphabet Ay, alors que Vefficacité
spectrale est multipliée par un facteur 3. Par ailleurs, nous observons que ce méme alphabet A1,
une fois codé, présente un gain remarquable de 10 dB environ pour une probabilité d’erreur de
10~*, aussi bien par rapport a I’alphabet A; non codé (c’est-a-dire a bande fixe) que par rapport
a lalphabet Ay (c’est-a-dire & efficacité spectrale fixe).

10
10"
10-2 Alphabet A2 non code, Be=8

%
10°
10"
10-5 Alphabet A1l code, Be=8
Alphabet A1 non code, Be=2.66
0 4 8 12 16 20 24
Eb/NO (dB)

Fi1G. 3.17 — Alphabet A; codé et non codé, Afy = 0.25/T, vs. Alphabet Az non codé, Afy =
1.0/T

La figure 3.18 met en évidence le gain apporté par le décodage itératif lorsque le schéma de
transmission considéré est constitué d’'une BICM. Deux BICM sont représentées : une modulation
8-FSK simple codée et ’alphabet A; codé. Afin que les deux schémas de transmission aient la



114 3. SIGNAUX CORRELES ET DECODAGE ITERATIF

méme efficacité spectrale, les espacements fréquentiels respectifs sont Afy = 0.75/T et Afy =
0.1875/T'. Pour ’alphabet 4; codé, le décodage de Viterbi et le décodage itératif sont représentés.
Ainsi, la troisiéme itération apporte un gain de 2 dB environ pour une probabilité d’erreur de
2 x 1072 par rapport au décodage de Viterbi. De plus, les performances évoluent de maniére
non négligeable au cours des itérations : 2 dB (resp. 1.5 dB) de gain entre la premicére et la
troisiéme itération pour I'alphabet A; (resp. la 8-FSK) pour une probabilité d’erreur de 2 x 1073.
En revanche, il est inutile de considérer plus de trois itérations, le gain entre la seconde et la
troisiéme étant déja bien moindre qu’entre les deux premiéres passes.

10
10"
10”
E
e . 8-FSK codee, Be=6
10
i \
& "\ Alphabet Al code, Be=6
10* \ \‘:\ Viterbi
5 Y
I
10° R
X
0 2 4 6 8 10 12 14 16
Eb/NO (dB)

Fra. 3.18 — Influence des itérations sur le décodage de deux BICM : alphabet A; codé,
Afy = 0.1875/T et 8-FSK codée, Afy = 0.75/T. Comparaison avec ’alphabet A; décodé par
lalgorithme de Viterbi, Afy = 0.1875/T.

Finalement, une fois encore, un compromis entre ’occupation de la bande et D’efficacité spec-
trale disponible est nécessaire. Figure 3.19, efficacité spectrale est la méme : A fy = 0.75/T pour
la 8-FSK, Afy = 0.1875/T pour A; et Afy = 1.0/T pour la BFSK. Figure 3.20, la bande est la
méme : Afy = 0.1875/T pour la 8-FSK et Ay, et Afy = 1.0/T pour la BFSK. Par conséquent,
les deux BICM, BFSK codée et alphabet A; codé, ont méme efficacité spectrale et occupent
la méme bande. On remarquera que les résultats de la BFSK codée supposent un décodage de
Viterbi. En effet, dans le cas de la BFSK, le signal est aussi le seul bit codé utile. Ainsi, les
valeurs des APP des signaux délivrées une fois seulement par le canal sont aussi les APP des bits
pourra étre réinjectée dans le calcul de mise & jour des observations (équation (3.13)). Ceci n’est
plus vrai dés que deux bits codés au moins servent a étiqueter un signal de la modulation.

Une comparaison des performances illustrées sur ces deux derniéres figures conduit aux



3.6. CONCLUSIONS 115

conclusions suivantes
— Les schémas de codage basés sur les modulations FSK corrélées sont un bon moyen pour
augmenter Defficacité spectrale sur canal de Rayleigh. La dégradation des performances est
compensée par 'utilisation du codage.
— A bande fixe, une construction minitieuse de ces alphabets multidimensionnels permet
d’apporter un gain supplémentaire.

10
10"
-2 \
10 8
- \
° \ BFSK codee, Be=6
E \ Viter bi
10° \
X
AN
X
\
10.4 8-FSK codee, Be=6 \
N
5 Alphabet Al code, Be=6
10
0 2 4 6 8 10 12 14 16
Eb/NO (dB)

F1G. 3.19 — Comparaison & méme efficacité spectrale 0.166 bits/s/Hz : alphabet A; codé, Afy =
0.1875/T, 8-FSK codée, Afy = 0.75/T et BFSK codée, Afy = 1.0/T.

3.6 Conclusions

Dans ce chapitre, nous nous sommes penchés sur des schémas de codage a forte latence tels
que les codes convolutifs et les turbo codes qui ont la particularité d’optimiser le taux d’erreur
par bit. Par conséquent, ils se sont révélés étre tout particuliérement appropriés au décodage
SISO, itératif ou non, qui opére bit & bit.

Deux schémas de décodage ont notamment été proposés. Le décodage APP simple utilise un
décodeur a entrée souple adapté au code choisi. Ce décodeur sous-optimal au sens ML du terme
présente ’avantage considérable d’étre adaptable & tout code pour lequel un décodeur a entrée
souple existe. Le décodeur associant la détection itérative et le décodage APP a, quant & lui,
fait ses preuves; trois itérations suffisent & obtenir un gain d’environ 2 dB pour une probabilité
d’erreur de 2 x 1073, La complexité ajoutée est minime.

Enfin, nous avons montré que les alphabets codés a forte latence (codes convolutifs, turbo
codes, alphabet de diversité 4) obtiennent des performances encore meilleures que celle des al-
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10
o BESK codee, Be=6
. N ~ Viterbi
10
10° \
= \\\
§ \ 8-FSK codee, Be=15
10°
4 Alphabet Al code, Be=6
10
10°
0 2 4 6 8 10 12 14 16
Eb/NO (dB)

F1aG. 3.20 — Comparaison & méme bande : alphabet A; codé, Be = 6 et 8-FSK codée, Be = 1.5,
Afo=0.1875/T ; BFSK codée, B, = 6, Afy =1.0/T.

phabets codés a faible latence (réseaux de points ou TCM) du chapitre précédent [81][82] . Le
choix de la “meilleure” méthode réside dans le compromis entre ’efficacité spectrale ou la bande
recherchée et le retard acceptable pour une application donnée. Si la latence n’est pas un obstacle,
on privilégiera toujours les alphabets codés par un turbo code.
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Chapitre 4

Séquences d’étalement a haute efficacité
spectrale : étude de la capacité *

Nous avons consacré les précédents chapitres a I’étude des constellations multidimensionnelles
a composantes corrélées reposant sur des signaux Q-FSK non orthogonaux. Il a été montré qu’elles
sont un bon moyen pour construire des modulations & haute efficacité spectrale pour la détection
non cohérente. L’utilisation d’alphabets de grande dimension associés & du codage permet de
compenser la dégradation des performances due a la non orthogonalité des signaux.

On peut cependant regretter la limitation apportée par 1'utilisation des modulations FSK. En
effet, si ’on souhaite augmenter ’efficacité spectrale de maniére encore plus significative, nous
devrons choisir des alphabets sous-jacents de plus en plus grands. La conséquence néfaste directe
est que la taille du banc de filtres adaptés devient prohibitive (pour @ >> 8). Par ailleurs, si
I’on a pu trouver un bon choix de réseau sur canal gaussien, nous avons dii nous restreindre a
des méthodes de codage forte latence sur canal de Rayleigh. En effet, les meilleurs réseaux sur
canal & évanouissements sont des réseaux & composantes non entiéres. Il est impossible de les
étiqueter par des modulations FSK de taille raisonnable.

Nous choisissons par conséquent de nous intéresser désormais aux séquences d’étalement
orthogonales ou non. Bien souvent, leurs composantes sont binaires ou entiéres. Nous relachons
cette contrainte en autorisant ’emploi de composantes non binaires, réelles ou complexes. Cela
permet de construire des familles de M séquences d’étalement corrélées de longueur N bien plus
grande que la taille de la famille, soit M >> N.

Il est important de s’assurer que les valeurs de corrélation entre ces différentes séquences
restent aussi maitrisées que possible. Cette contrainte est nécessairement de plus en plus difficile
a satisfaire lorsque le nombre de séquences d’une longueur donnée augmente.

Dans ce chapitre, les principes de base de la construction de telles séquences seront tout
d’abord exposés. Puis nous présentons en détail le cas de familles de séquences orthogonales, et
non orthogonales de longueur N.

*Les résultats de ce chapitre ont été présentés au 2000 International Symposium on Information Theory and
its Applications, Hawai, novembre 2000.



118 4. SEQUENCES D’ETALEMENT A HAUTE EFFICACITE SPECTRALE

Nous étudions ensuite la capacité des canaux gaussien et de Rayleigh lorsque ces différents
alphabets sont présentés en entrée. On sait par ailleurs que la capacité au sens de Shannon d’un
canal de Rayleigh pour lequel les évanouissements sont constants par blocs (block-fading) est
nulle. En effet, le théoréme de codage [6] nous indique que la capacité d’un canal donné peut
étre atteinte pour un code arbitrairement long. Malheureusement, dans ce cas, les atténuations
subies par le signal sont trop nombreuses sur la durée du code et la probabilité d’erreur ne
pourra étre rendue arbitrairement petite. Dans notre étude, nous supposons que la taille des
trames sur lesquelles les évanouissements sont constants est égale a la longueur N des séquences.
Ce schéma, également choisi dans [51], est parfaitement équivalent & un canal de Rayleigh qui
varie d’un symbole & 'autre et la capacité n’est pas nulle.

Les résultats théoriques sont finalement comparés & un exemple pratique. Nous appliquons
pour cela le décodage itératif proposé au chapitre 3 & des séquences non orthogonales codées par
un code convolutif.

4.1 Séquences d’étalement corrélées a haute efficacité spectrale

Dans tout ce chapitre, nous travaillons avec des familles de séquences d’étalement de longueur
N. Si l'on exige que ces séquences soient orthogonales et & composantes binaires, il en existe
seulement N ; elles sont données par la matrice de Walsh-Hadamard de dimension N. Dans la
mesure ol nous cherchons a augmenter ’efficacité spectrale, on peut tout d’abord relacher la
contrainte sur 'orthogonalité des signaux. On construit alors des familles de M > N séquences
corrélées a composantes binaires, par exemple aléatoirement. Il est cependant plus intéressant
de relacher simultanément les contraintes sur I'orthogonalité et les composantes binaires. Cela
revient & chercher M séquences corrélées de longueur N, & composantes binaires ou non. On note
A = {s1,...,sy} Palphabet des M séquences complexes de longueur N et s, = (Sm,1,---,5m,N)-

4.1.1 Principe de construction

Les séquences des familles considérées ont toutes méme énergie. D’un point de vue géomé-
trique, cela revient a placer M séquences sur une hypersphére en dimension N, tout en garantis-
sant une bonne répartition de leurs corrélations. Grace a la distribution sphérique des signaux,
I’étiquetage de Gray est parfaitement adapté. Nous pourrons choisir 'un d’entre eux au moyen
de logy (M) bits d’information.

Les M séquences de la famille correspondent & M points répartis sur ’hypersphére. Les N
composantes (c’est-a-dire chips) de s,,, m = 1,..., M sont les coordonnées du point qui lui est
associé dans I'espace N-dimensionnel. Par construction, les corrélations entre les séquences sont
directement liées aux angles entre les points qui leur correspondent. Si I'on accepte de prendre
en compte toute la surface de la sphére, on autorise les points diamétralement opposés : la
corrélation maximale pourra atteindre la valeur 1. En revanche, si 'on se limite & la moitié de
la sphére, la corrélation maximale ne pourra pas atteindre cette valeur de 1.

Remarquons enfin qu’il est possible de construire facilement des séquences complexes en
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combinant les séquences réelles. Cela permet de diminuer la corrélation de moitié, en moyenne.

4.1.2 Séquences de longueur 2 chips

Le cas M = 8, N = 2 correspond a I’exemple d’une famille de 8 séquences de longueur 2 chips.
On les note {s1,...,ss}. La table 4.1 et la figure 4.1 donne les deux représentations possibles de
cette famille selon que I'on choisit de placer les huit points sur le demi cercle unité (famille 1) ou
sur le cercle unité (famille 2) en dimension 2.

Séquences Famille 1 Famille 2
S1 (1,0 (1,0)
S9 (10.923, 0.382) ( 0.707, 0.707)
S3 (0707, 0.707) (0,1)
S4 ( 0.382,0.923) (-0.707, 0.707)
S5 (0,1) (-1, 0)
S (-0.382, 0.923) (-0.707,-0.707)
S7 (-0.707, 0.707) (0,-1)
S8 (-0.923, 0.382) ( 0.707,-0.707)

TAB. 4.1 — Huit séquences d’étalement réelles de 2 chips réparties sur le demi cercle supérieur
(famille 1) ou sur le cercle (famille 2).

S3

S5

S7

F1G. 4.1 — Représentations géométriques des familles 1 (sur le demi cercle) et 2 (sur le cercle).

La corrélation entre deux séquences s; et sy, définie comme le produit scalaire entre les deux
vecteurs correspondants aux séquences, est donnée par

pie = cos(ag)

ol «; ¢ est 'angle entre les deux représentations géométriques de s; et sy. p; 0 est réelle et la
corrélation maximale entre deux séquences distinctes (autre que celle obtenue pour des points
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diamétralement opposés) est donnée par

cos(%) pour la famille 1

Hmax = (4.1)
cos(%) pour la famille 2

|3

N

Ceci peut étre facilement généralisé au cas de M séquences de longueur N = 2. Pour tout
couple de vecteurs distincts,

cos(q;) pour M séquences sur le demi cercle

Pemaz = (4.2)
cos(%7) pour M séquences sur le cercle

N

Les équations (4.2) prouvent que la valeur maximale de la corrélation souffre d’une trop forte
augmentation du nombre M de séquences d’étalement. Il se trouve que par ailleurs, la valeur
de M est directement reliée a l'efficacité spectrale. Trois parameétres importants entrent alors en
compte dans le choix de M : I'efficacité spectrale souhaitée, la corrélation maximale obtenue et la
distribution des corrélations. Comme pour les Q-FSK, il faut veiller & établir un compromis entre
cette efficacité spectrale et la dégradation des performances (due aux corrélations) admissible. On
peut par exemple accepter une valeur relativement forte pour i, si celle-ci est peu fréquente.

Pour chacune des deux familles réelles de notre exemple, les corrélations entre les séquences,
données en valeur absolue, sont résumées dans les tableaux 4.2 et 4.3.

Séquences S1 So S3 Sq S5 S S7 Sg
S1 1 0.923 | 0.707 | 0.382 0 0.382 | 0.707 | 0.923
So 0.923 1 0.923 | 0.707 | 0.382 0 0.382 | 0.707
S3 0.707 | 0.923 1 0.923 | 0.707 | 0.382 0 0.382
S4 0.382 | 0.707 | 0.923 1 0.923 | 0.707 | 0.382 0
S5 0 0.382 | 0.707 | 0.923 1 0.923 | 0.707 | 0.382
S 0.382 0 0.382 | 0.707 | 0.923 1 0.923 | 0.707
S7 0.707 | 0.382 0 0.382 | 0.707 | 0.923 1 0.923
Sg 0.923 | 0.707 | 0.382 0 0.382 | 0.707 | 0.923 1

TAB. 4.2 — | ¢li¢=1,....8 pour la famille des séquences distribuées sur le demi cercle supérieur.

Séquences S1 So S3 S4 S5 Sg S7 Sg
S1 1 0.707 0 0.707 1 0.707 0 0.707
So 0.707 1 0.707 0 0.707 1 0.707 0
S3 0 0.707 1 0.707 0 0.707 1 0.707
S4 0.707 0 0.707 1 0.707 0 0.707 1
S5 1 0.707 0 0.707 1 0.707 0 0.707
Sg 0.707 1 0.707 0 0.707 1 0.707 0
S7 0 0.707 1 0.707 0 0.707 1 0.707
Sg 0.707 0 0.707 1 0.707 | 0.707 | 0.707 1

TAB. 4.3 — |/1'z',£

it=1,..8 pour la famille des séquences distribuées sur le cercle.
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Comme déja mentionné au paragraphe 4.1.1, la construction de famille de séquences com-
plexes & partir de séquences réelles est envisageable. Par exemple

Si — s1 + js1
Se — so + jsj
Ss — s3 + jso
Sy4 — s4 + Jsg
Ss — s5 + jss3
S¢ — sg + jst
S7 — sy + jsu
Sg — sg + jsg
Les S;,72=1,...,8 sont les séquences d’étalement complexes.

La corrélation entre deux séquences S; et Sy est définie de la fagon suivante
1
Mie = §SiS?

On la note toujours y; ¢ et elle est complexe. Grace au facteur %, le module de p; ¢ conserve des
valeurs comprises entre 0 et 1.

Un calcul similaire & celui effectué précédemment permet d’évaluer les corrélations entre
toutes les paires de séquences complexes. Les résultats, en module, sont donnés par les tableaux
4.4 et 4.5.

Séquences Sl SQ Sg S4 S5 SG S7 Sg
ST 1 0.866 | 0.5 | 0.707 | 0.707 | 0.5 0.5 | 0.707
S5 0.866 1 0.5 |0.923 | 0.382 | 0.866 0 0.5
S 0.5 0.5 1 0.382 | 0.923 | 0.707 | 0.866 | 0.5
S 0.707 | 0.923 | 0.382 1 0 0.923 | 0.382 | 0.707
St 0.707 | 0.382 | 0.923 0 1 0.382 | 0.923 | 0.707
S 0.5 | 0.866 | 0.707 | 0.923 | 0.382 1 0.5 0.5
S7 0.5 0 0.866 | 0.382 | 0.923 | 0.5 1 0.866
S 0.707 | 0.5 0.5 | 0.707 | 0.707 | 0.5 | 0.866 1

TAB. 4.4 — |pislig=1,..8 pour la famille de M = 8 séquences complexes construite a partir de la
famille 1.

La simple observation des tableaux 4.4 et 4.5 montre que le choix de séquences réelles ou
complexes, distribuées sur le cercle ou le demi cercle a des conséquences directes sur la distribution
des corrélations, ceci pour une valeur fixe de M.

4.1.3 Séquences de longueur 8 chips

Les codes sphériques construits & partir de réseaux entiers fournissent un exemple de sé-
quences d’étalement réelles de longueur N = 8 [26]. Il existe ainsi une facon unique et optimale
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Séquences Sl S2 S3 S4 S5 S6 S7 Sg
ST 1 0.653 | 0.822 | 0.382 | 0.5 | 0.568 | 0.568 | 0.923
S35 0.653 1 0.669 | 0.937 | 0.546 | 0.742 | 0.270 | 0.568
S3 0.822 | 0.669 1 0.489 | 0.872 0 0.742 | 0.568
S 0.382 | 0.937 | 0.489 1 0.653 | 0.872 | 0.546 | 0.5
St 0.5 | 0.546 | 0.872 | 0.653 1 0.489 | 0.937 | 0.382
S 0.568 | 0.742 0 0.872 | 0.489 1 0.669 | 0.822
Sz 0.568 | 0.270 | 0.742 | 0.546 | 0.937 | 0.669 1 0.653
Sg 0.923 | 0.568 | 0.568 | 0.5 | 0.382 | 0.822 | 0.653 1

TAB. 4.5 — |pislir=1,..8 pour la famille de M = 8 séquences complexes construite a partir de la
famille 2.

de placer 240 points sur une hypersphére de dimension 8, tout en garantissant une corrélation
maximale de 0.5 entre les séquences associées a ces points. Dans ce cas, nous avons M = 240
séquences d’étalement corrélées de longueur N = 8.

Nous avons déja vu au chapitre 2 que le réseau de Gosset, Fg, est le réseau entier le plus
dense en dimension 8. Les points du réseau sont assimilés aux centres des sphéres de I’empilement
correspondant. Le coefficient d’erreur de Fg, défini comme le nombre de sphéres tangentes & une
méme sphére, est 240 [17][26]. Chaque sphére est ainsi entourée par 240 sphéres tangentes, de
telle sorte que chaque point du réseau possede 240 voisins situés a une distance égale & la distance
minimale du réseau. Ces 240 plus proches voisins constituent la premiére couronne du réseau de
Gosset. Si les sphéres sont de rayon unité, les points de Fg sont tous a distance 2 les uns des
autres. Un calcul géométrique simple montre que ’angle qui sépare tout couple de points est égal
a %, ce qui conduit & une corrélation maximale de cos(§) = 0.5.

L’ensemble de ces points forme ce que 1’on appelle un code sphérique de taille 240. On peut
aisément assimiler chacun des 240 points ou mots de code & une séquence de longueur 8 puisque
chaque point posséde 8 coordonnées. On construit ainsi une famille de M = 240 séquences
d’étalement corrélées de longueur N = 8. Il s’agit bien de la meilleure facon de placer 240 points
sur une hypersphére en dimension 8 tout en garantissant une répartition réguliére et intéressante
des corrélations. L’unicité et ’optimalité de cette famille de séquences proviennent de la structure
méme du réseau sous-jacent.

La matrice de Walsh-Hadamard fournissant seulement M = 8§ séquences orthogonales de
longueur N = 8, les pertes dues a la corrélation non nulle des 240 séquences ci-dessus sont

largement compensées par la multiplicité du choix, bien plus important parmi 240 que parmi 8.

Le paragraphe suivant donne la définition exacte d’un code sphérique et une généralisation
de cette méthode.

4.1.4 Geénéralisation : utilisation des codes sphériques

On note Qy la spheére unité de IRY et (.,.) le produit scalaire usuel. Un code sphérique noteé
(N, M, s) est un sous-ensemble C de Qy de taille M et pour lequel (u,v) < s pour tous u,v € C'
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et u # v. Le code sphérique utilisé au paragraphe précédent et défini & partir de la premiére
couronne de Eg est le code (8, 240, 1/2).

Il existe d’autres codes sphériques définis de la méme facon & partir de réseaux de points
entiers. Ces constructions sont toujours uniques. Citons par exemple le code (24, 196560, 1/2)
construit a partir du réseau de Leech, Agy.

Il est important de signaler que pour une dimension N donnée, les codes sphériques construits
de la sorte sont ceux qui fournissent le plus grand nombre de séquences. Toute autre construction
basée sur des réseaux entiers conduira & des familles contenant moins de séquences [26]. Par
ailleurs, le coefficient d’erreur d’un réseau est rarement égal & une puissance de 2. Il faudra
choisir certaines séquences seulement parmi toutes celles du code afin de les étiqueter avec un
nombre entier de bits d’information.

Hormis une généralisation possible avec des dimensions N plus grandes, on peut baser la
construction des codes sur des réseaux non intégraux [17][26]. On autorise dans ce cas 'utilisation
de composantes non binaires et méme non entiéres. Il s’agit alors de placer un nombre arbitraire
de points, que 'on pourra choisir comme étant une puissance de 2, sur une hypersphére. Il reste
bien entendu primordial de garantir une bonne répartition des corrélations entre les séquences
qui leurs seront associées.

4.2 Familles de séquences orthogonales de longueur N

Le principe général de construction proposé au paragraphe 4.1.1 correspond & un grand
nombre de familles connues, y compris des familles de séquences orthogonales. Deux types de
séquences de longueur N sont détaillés dans ce paragraphe.

4.2.1 Séquences de Walsh-Hadamard

Définition 4.2.1 Une matrice d’Hadamard H d’ordre N est une matrice N x N formée de
+1 et de —1 et vérifiant HH' = N1I.

La matrice d’Hadamard normalisée [50] est une matrice d’Hadamard dont la premiére ligne et
la premiére colonne ne contiennent que des +1.

1] +1 ... 41
+1

Hy =
+1

+1

Théoréme 4.2.1 Si une matrice d’Hadamard H d’ordre N existe, alors N wvaut 1, 2 ou est
multiple de 4.
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La preuve de ce théoréme est donnée dans [50]. Par ailleurs, multiplier une ligne ou une colonne de
H par —1 fournit une nouvelle matrice d’Hadamard, et deux lignes de H différent en % positions
exactement [57]. Les N lignes de la matrices sont orthogonales. A une homothétie \/LN pres, H
est donc une matrice de rotation. La ligne numéro ¢ est une fonction de Walsh.

Il existe plusieurs méthodes de construction, dont la construction de Sylvester. Elle permet
de calculer les matrices d’Hadamard d’ordre N = 2™ récursivement [50]

_ _( Hy Hy
Hy =1, Hyy= ( Hy —Hy ) (4.3)
Les N lignes de la matrice, notées {si,...,sy}, constituent une famille A de M = N séquences

orthogonales de longueur N & composantes binaires 1. Si on normalise la matrice Hy par v N,
on obtient N séquences orthonormales & composantes réelles distribuées sur une sphére unité en
dimension N. Hpy est dans ce cas une matrice de rotation.

4.2.2 Séquences orthogonales complexes

Par définition, les lignes ou les colonnes d’une matrice de rotation de taille N forment une base
orthonormale. La théorie des nombres permet de construire des matrices de rotation complexes
& partir d’'un plongement canonique dans un corps de nombres algébriques totalement complexe
[18]|60]. Seuls les définitions et résultats de la théorie des nombres utiles & cette construction
sont ici exposés. Pour une étude plus générale, le lecteur s’intéressera aux travaux de [18].

On note Z 'anneau des entiers rationnels et K un corps contenant @ le corps des nombres
rationnels.

Définition 4.2.2 (nombre algébrique)
Soit a un élément de K. « est un nombre algébrique s’il est racine d’un polyndéme unitaire
coefficients dans Q. Un tel polyndme de degré minimum est appelé polyndme minimal de a et

noté ().

Définition 4.2.3 (entier algébrique)
a € K est un entier algébrique s’ est racine d’un polynéme unitaire o coefficients dans Z.

L’ensemble des entiers algébriques de K est un anneau appelé anneau des entiers de K et noté
Ok.

Si tous les éléments de K sont algébriques, on dit que K est une extension algébrique de @.

Définition 4.2.4 (corps de nombres algébriques)

Le degré [K : Q] d’une extension algébrique K de Q est la dimension de K lorsque celui ci
est considéré comme un espace vectoriel de @. Un corps de nombres algébriques est une
extension algébrique de Q de degré fini.

K désigne maintenant un corps de nombres algébriques. Il existe un élément 6 € K, appelé
élément primitif, tel que l'espace vectoriel K de @ soit généré par les puissances de 6. Si K
est de degré d, (1,60,60%,...,091) est une base de K et deg(ug(x)) = d. Dans ce cas, nous
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écrirons K = Q(#). Par ailleurs, il existe un élément primitif  qui est un entier algébrique de
K. Autrement dit, le polynoéme minimal ug(z) est a coefficients dans Z.

Définition 4.2.5 (plongement dans un corps de nombres)
Soient K et K' deuz corps contenant Q. ¢ : K — K' est un Q-homomorphisme si pour tout
élément a € Q, ¢(a) = a. Dans le cas particulier o K' = C, le corps des nombres complezes, le
Q-homomorphisme ¢ est appelé plongement de K dans C.

6 désigne toujours I’élément primitif de K et pg(x) son polynome minimal de racines (01, 6s, ... ,0;),
0, = 0. 1l existe exactement d plongements de K dans €. Chacun d’entre eux, noté o; est com-
plétement identifié par une racine 0; de ug(x)

Ui:K—>® UZ(O)ZOZ

On remarquera que o1(f) = 6; = 6, par conséquent o1(K) = K. Grace aux propriétés des
homomorphismes, on a aussi o;(0%) = (0;(0))* = 6F.

Définition 4.2.6 (corps de nombres totalement compleze)

Soient (01,09,...,04) les d Q-homomorphismes de K dans C. On note r1 le nombre de Q-
homomorphismes & image dans IR, le corps des nombres réels, et ro le nombre de Q-homomorphismes
a 1mage dans C de telle sorte que

r+2ro=d
La paire (r1,72) est appelée signature de K. Siro = 0, K est un corps de nombres algébriques

totalement réel. Sir; = 0, K est un corps de nombres algébriques totalement complexe.
Dans tous les autres cas, on parle d’un corps de nombres algébriques complexe.

Dans le cas particulier d’'un corps totalement complexe de dimension d généré par une racine
niéme de 'unité, on parle de corps cyclotomique. La dimension du corps d et ’ordre de la racine
n sont reliés par la fonction d’Euler d = ¢(n). ¢(n) donne le nombre d’entiers premiers avec n,
plus petits que n.

Définition 4.2.7 (plongement canonique)
On décide d’ordonner les o; comme suit : oj(a) € R pour 1 <i <y, et 0jir,(a) = o () pour
ri+1<j<ri+ry. Lisomorphisme o : K — IR™ x C"? défini par

o(a) = (o1(a),... o0 (@), 00, 41(), ..., 00 11, () € R x C™

est appelé plongement canonique. En identifiant R™ x €™ ¢ IR?, on peut récrire o : K — IR?
comme

U(Ot) = (Ul (a)a < Oy (a)a Re [07“1-1-1(0‘)] ,Im [UTH-I (Ot)] yo.. Re [UT1+T2 (01)] ,Im [07“1-1-7"2 (a)]) € ]Rd

ot Rel.] et Im[.] désignent la partie réelle et la partie imaginaire.
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Pour toute base (wi,ws,...,wq) de K, les d vecteurs v; = o(w;) € IR? sont linéairement
indépendants et définissent une matrice de rang plein

or(w1) ... op(w1) Relopyi(wi)] Imfoy1(wi)] ... Re[or1r,(w1)] Imor 4r, (w1)]
o1(wz) ... or(w2) Ref[op t1(w2)] Imloy 41(w2)] ... Reloy yry(w2)] Imloy, 17y (w2)]
1@a) o on(@a) Relonsi(@a)] mlog 1 (@a)] <o Reforira(@a)] Imlorr ()]

Dans le cas d’un corps de nombres algébriques totalement complexe, 71 = 0 et la matrice ci-dessus
se simplifie

Re[o1(w1)] Im(o(w1)] Re[or, (w1)]  Im[oy, (w1)]
Re[oy(wz)]  Imoy (we)] Re[oy, (w2)]  Imloy, (w2)]
Re[oy (wq)] Tmlon(wg)] ... Relon,(wg)] Tmloy, (wg)]

Si l'on se restreint maintenant a un corps cyclotomique K = Q[7](f) totalement complexe

généré par 0 = e2™/™_ on a toujours d = ¢(n), et les (61,...,6,) sont les racines du polynome
minimal pg(z) associé a 6. Le plongement canonique associé a ce corps est défini par les d isomor-
phismes oy, i = 1,...,d ou chaque o fait correspondre une racine distincte & 6 : 0;(0) = 6;. Si on
applique ce plongement canonique & l’ensemble 1,6, ... ,0%/2=1 en utilisant d/2 isomorphismes
parmi d, on obtient une matrice complexe de taille d/2 x d/2

o1(1) oa(l) ... oa/2(1)

o1(0) o2(6) oq/2(0)

01(0‘1/2*1) 02(9'1/271) ce Ud/2(9d/271)

Les racines 60; de pg(x) doivent étre choisies dans l'ordre suivant
0; =0 x M0/ =1 d)2
et le polyndme minimal s’écrit
po(z) = 2%+ ex™? +1 (4.5)

ou la variable € prend les valeurs 0 ou 1. On trouve les tables des polyndmes pour différentes
valeurs de d dans [17].

R est une matrice de rotation. Par définition, ses lignes forment une famille orthonormale de
séquences complexes de ’espace de dimension d/2. Dans notre cas, nous souhaitons construire
une famille de N séquences complexes de longueur N. On choisit par conséquent N = d/2.
Le corps cyclotomique K de dimension 2N est alors généré par 6 = e*™/" et 2N = ¢(n) :
toutes les valeurs de IV ne seront pas envisageables. Par identification avec la matrice de rotation
de I'équation 4.4 et en utilisant o;(6%) = 0¥, on obtient une matrice de rotation complexe de
dimension N x N



4.3. FAMILLE DE SEQUENCES NON ORTHOGONALES DE LONGUEUR NN 127

Les lignes de R constituent la famille A des M = N séquences complexes recherchées avec

0 =eXm/" et 0; =0 xeXTD/N =1 N

4.3 Famille de séquences non orthogonales de longueur N

Nous décrirons ici trois types de familles de séquences complexes non orthogonales, toujours
en accord avec le principe donné au paragraphe 4.1.1.

4.3.1 Séquences construites a partir de signaux PSK

Les signaux d’une modulation de phase & M états M-PSK sont de la forme [57]

i (£) = exp(jghm) = exp (j%r(m - 1)t) m=1,...,M

Les phases ¢,, appartiennent & [0, 27]. Dans notre cas, chaque composante d'une des séquences
complexes de I'alphabet est associée & une des M phases d’'une M-PSK

sman = b (455 (0= 1) x (m = )]
2

oit n[M] signifie que la valeur de n est prise modulo M. La phase §7((n — 1) x (m — 1))[M]
appartient bien a [0,27] quand m =1,..., M et n=1,...,N.

La corrélation entre deux séquences s et sy est donnée théoriquement par
N
ke = Elsisi] = > sknsin
n=1
Tout calcul fait, on a
1 & 2
o= 57 e {737 (0= 1) x (- o)) }
n=

En pratique, on constate que la distribution des corrélations est proche d’un sinus cardinal.

4.3.2 Séquences complexes purement aléatoires

Les M séquences complexes purement aléatoires de la famille A sont de la forme

Sy = (eI i ioN)

Les phases ¢, sont choisies aléatoirement de maniére uniforme entre 0 et 2.
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4.3.3 Séquences de Marzetta

On ne peut clore cette partie sans évoquer les travaux récents de T. Marzetta et B. Hochwald
[51], ainsi que leur généralisation au cas multi-utilisateurs [63]. Ces deux articles abordent le sujet
de la capacité d’un canal de Rayleigh non cohérent & évanouissements plats pour les antennes
multiples. Une valeur asymptotique de la capacité d’un tel canal et la forme des signaux qui
latteignent sont notamment données dans [51]; il nous fournit ainsi une méthode pour construire
des alphabets de séquences complexes corrélées les meilleurs possible.

Nous avons rappelé que la capacité d’un canal de Rayleigh a évanouissements par blocs (block-
fading) est nulle. 11 suffit de travailler avec des mots de codes de longueur égale a la longueur de
la trame pour que ce ne soit plus le cas. Dans [51], on dispose de M antennes d’émission et N
antennes de réception. Chaque utilisateur émet des trames de longueur 7 que nous identifions &
nos séquences de longueur N, c’est-a-dire 7 = N. Nous résumons les principaux résultats avant
de décrire la méthode de construction plus précisément.

Soient S la matrice 7 x M des symboles émis, H la matrice M x N des coefficients d’at-
ténuation du canal, W la matrice 7 x A du bruit additif blanc gaussien et enfin X la matrice
T x N des symboles regus. La variance du bruit Ny est supposée unitaire et on note y le rapport
signal-a-bruit correspondant a 1’énergie recue en bande de base sur une des antennes de réception.

Alors
X=./LSH+W
M

On note p(X/S) la densité de probabilité du signal X conditionnellement & ’émission de S. Si
I désigne la matrice identité 7 x T et T'r la trace, p(X/S) donnée par [51], équation (4); alors,

exp (=Tr{[IT + (v/M)SS"] ' X X"})
7N detN I + (v/M)SSH]

induit ou vérifie les propriétés suivantes

p(X/S) =

Propriété 1 La matrice XX de taille T x T constitue une statistique suffisante.

Propriété 2 La densité de probabilité conditionnelle p(X/S) dépend de la variable S uniquement
par Uintermédiaire de SS™T .

Propriété 3 Pour toute matrice unitaire ¥ de taille M x M, on a

p(X/S") = p(X/S)

Propriété 4 Pour toute matrice unitaire ® de taille T X T, on a

p(@"X/®5S) = p(X/S)

L’information mutuelle moyenne entre le signal d’entrée S et le signal recu X est donnée par

I(X;5) = Ex.s {log (%) }
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et la capacité du canal est définie par

C =max I(X;5)
p(S)

Il est montré que I(X;S) est invariante aux rotations subies par le signal émis S (Lemme
1) et que pour atteindre la capacité, on pourra indifferemment normaliser & 1 I’énergie d’'un
symbole, celle d’une ligne ou d’une colonne de S ou bien méme toute la matrice S (Corollaire
1). On peut alors énoncer les deux principaux résultats :

Théoréme 4.3.1 (La capacité reste inchangée si M >T ou M =T)

Quels que soient la valeur du temps de cohérence T du canal et le nombre d’antennes de réception
N, la capacité obtenue avec M > T antennes d’émission est la méme que celle obtenue avec
M =T antennes d’émission.

Théoréme 4.3.2 (Structure des signauz qui atteignent la capacité)

La matrice des signauz qui atteignent la capacité peut s’écrire S = @V, ot ® est une matrice
T x T unitaire isotropique et V une matrice T x M diagonale réelle positive, indépendante de ®.
Par ailleurs, on pourra toujours choisir la densité de probabilité conjointe des éléments diagonauz
de V invariante auz réarrangements de ces arguments.

Ainsi, contrairement au cas de la détection cohérente pour lequel la capacité augmente avec
le nombre d’antennes d’émission et de réception (M, N), et ce pour toute valeur du temps de
cohérence T, [51] montre que lorsque la détection est non cohérente, il est inutile d’émettre sur
un nombre d’antennes supérieur au temps de cohérence du canal.

Enfin, [51] donne deux résultats asymptotiques :

Théoréme 4.3.3 (Capacité asymptotique, T — o0)
Soit M =N =1. Alors

1 log T C 1
(loge)e'/V By (;) -0 ( Os, ) < T < (loge)e'/ " E, <;>

ou Ej(x) désigne I’exponentielle intégrale définie par

© =Y
B =5

Théoréme 4.3.4 (Distribution qui atteint la capacité, pour T — oo)
Soit M = N = 1. Les signaux qui atteignent la capacité sont tels que vl/\/']—' converge en
distribution vers un Dirac en 1 quand T — oo.

ot vy est ici I'unique élément de la matrice V.

Dans le cas particulier M = A = 1 qui est le notre, on déduit du théoréme 4.3.2 une méthode
générale de construction de signaux corrélés pouvant atteindre la capacité. Ils sont alors de la
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forme S = v = v® = (s1,892,...,8n) ou v est une amplitude de moyenne 1 et ® un vecteur
aléatoire unitaire et isotropique de longueur 7 = N. N désigne bien ici la longueur de la séquence,
on veillera & ne pas le confondre avec A/, le nombre d’antennes de réception. En pratique, chaque
composante s, d’une séquence s’écrit s, = p,e/®". L’amplitude p, suit une loi de Rayleigh de
moyenne 1 et ¢ est uniformément distribuée entre 0 et 2. On construit ainsi M séquences Sy,
corrélées qui constituent 'alphabet A cherché. On normalise les séquences de maniére a ce que
leur énergie moyenne sur ’ensemble de I'alphabet A soit égale a 1.

Nous nous limitons & des séquences de longueur N = 8, bien que le théoréme 4.3.3 énonce
un résultat asymptotique. Cependant, les résultats numériques de [51] montrent que le choix de
séquences plus longues ne se traduira pas par un gain remarquable au niveau des performances :
la capacité limite est pratiquement déja atteinte pour 7 = N ~ 10.

4.4 Evaluation de la capacité

4.4.1 Rappels de théorie de I'information

Le propre de la théorie de 'information est de fournir des outils mathématiques permettant
I’étude et la compréhension d’un systéme de communication. Lors d’une transmission sur un
canal physique entre une source et un destinataire soucieux de communiquer, le signal subit
des perturbations dues au bruit thermique et aux imperfections du systéme lui méme. Deux
questions majeures se posent : quelle quantité maximale d’information pourra étre transmise ? et
avec quel degré de compression ? La communication est un succés si la source et le destinataire
sont d’accord sur I'information effectivement transmise. Les principaux résultats [6][28] sont ici
exposés avant de passer au calcul de la capacité pour des familles de séquences d’étalement
corrélées.

Un canal stationnaire, causal et sans mémoire est représenté figure 4.2. X et Y sont deux
variables aléatoires indépendantes désignant I'entrée et la sortie du canal et de densités de proba-
bilité respectives px (x) et py (y). Le canal est entiérement défini par les probabilités de transition
Pr(Y/X), probabilité d’observer le message Y en sortie si X a été émis.

X Y

ﬁg CANAL ﬁg

FiG. 4.2 — Canal stationnaire, causal et sans mémoire.

Nous supposons que les variables X et Y ont des distributions continues. Nous appellerons
abusivement entropies les différentes entropies différentielles définies ci-dessous.

Définition 4.4.1 (entropie)
L’entropie Hq(X) de la variable aléatoire X est Uincertitude liée a la variable X, c’est-a-dire
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la quantité d’information nécessaire a la description de cette variable

Ha(X) = / px () logy px (¢)]de

Définition 4.4.2 (entropie conjointe)
L’entropie conjointe Hy(X,Y) de deuz variables aléatoires X et Y est Uincertitude liée a la
réalisation conjointe des variables X et'Y

Ha(X,Y) = - / / pxy(2,y) logslpx v (2, y))ddy

ot px,y(z,y) est la loi conjointe des deuz variables aléatoires.

Définition 4.4.3 (entropie conditionnelle)
L’entropie conditionnelle Hq(Y | X) est l'incertitude liée & la réalisation de Y, sachant que X
est réalisée

Ha(Y]X) = / / Py (&) loga[py x (v])|dzdy

Grace a la loi de Bayes, on peut montrer facilement que les diverses entropies sont reliées par la
relation

Ha(X,Y) = Ha(X) + Ha(Y|X) = Ha(Y) + Ha(X]|Y)

La transmission du message X sur le canal est inutile s’il est a ’avance connu du destinataire.
La mesure de 'information est donc une mesure de l'inattendu.

Définition 4.4.4 (information mutuelle moyenne)

L’information mutuelle moyenne I(X;Y) est l'information (ou la réduction d’incertitude)
qu’apporte en moyenne la réalisation de Y sur X, ou de maniére parfaitement symétrique [’in-
formation qu’apporte en moyenne la réalisation de X sur'Y

I(X;Y) //pxy z,y) log, ( pX(Y)( (;)> dady (4.6)

Cette quantité n’est pas entiérement caractéristique du canal puisqu’elle dépend aussi de la source
choisie. Sa définition entraine

I(X;Y) = Ha(X) = Ha(X|Y) = Hq(Y) — Ha(Y]X)
I(X;Y) = Ha(X) + Ha(Y) — Ha(X,Y)

Définition 4.4.5 (capacité)

La capacité C d’un canal causal et sans mémoire est le mazximum de l'information mutuelle
moyenne entre son entrée et sa sortie par rapport a toutes les sources stationnaires et ergodiques
possibles connectées a son entrée.

C =max I(X;Y) (4.7)

px(2)
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Par suite, la capacité est aussi le débit maximum Rp avec lequel on pourra transmettre 'informa-
tion sur le canal tout en garantissant une probabilité d’erreur arbitrairement faible. Le débit Rp,
le rendement du code utilisé R et la taille de la modulation M sont reliés par Rp = R x logy(M).
Le résultat principal de la théorie de 'information est le théoréme de codage énoncé par Shannon

Théoréme 4.4.1 (Théoréeme fondamental du codage de canal)

Pour tout débit Rp < C, ot C est la capacité du canal en bits/dimension, il existe un code de
longueur N tel que sa probabilité d’erreur est arbitrairement petite lorsque N tend vers ['infini.
Un code infiniment long, bien choisi, permet une communication totalement fiable.

Ainsi, la réciproque de ce théoréme nous apprend que tous les codes dont la probabilité d’erreur
tend asymptotiquement vers zéro vérifient Rp < C.

La capacité est par conséquent une mesure de ’aptitude du canal & transmettre de I'informa-
tion. Pour I’évaluer, il convient de trouver la distribution en entrée qui maximise l'information
mutuelle. Par exemple, dans le cas du canal binaire symétrique (BSC, Binary Symmetric Chan-
nel) & entrée et sortie discrétes, la capacité est atteinte pour une entrée constituée de signaux
équiprobables, soit P(X = 0) = P(X = 1) = 1 [57|. Par ailleurs, on sait qu’une entrée gaussienne
maximise la capacité du canal gaussien cohérent [57]. Cette derniére exprimée en bits/s/Hz est
donnée par

1 2F. 1 2RE),
C 5 0gy (1 + NO) 5 0gy(1 + NO

) (4.8)

ou K, = RE} est ’énergie par bit codé, Ej 'énergie par bit d’information et R le rendement du
code utilisé.

Des travaux récents ont permis de montrer que la capacité d’un canal & évanouissements
non cohérent est atteinte pour une distribution discréte & valeurs réelles strictement positives
en entrée [1|[51], nous en avons déja parlé au chapitre 1. Par ailleurs, une étude trés génerale
de la capacité pour des canaux de type Rice, Rayleigh ou gaussien, avec ou sans connaissance
des coefficients (détection cohérente ou non) et des signaux non nécessairement orthogonaux est
donnée dans [21]. Enfin, la capacité d’un canal non cohérent pour des blocs de signaux M-PSK
en entrée est présentée dans [55].

Nous détaillons les différentes expressions de la capacité en fonction des hypothéses retenues :
type de canal, détection cohérente ou non, signaux orthogonaux ou non; puis nous comparons
les résultats de simulation obtenus par intégration numérique (méthode de Monte Carlo).

4.4.2 Cas général

Nous ne cherchons pas & déterminer la distribution optimale en entrée c’est-a-dire celle qui
maximise 'information mutuelle. Au contraire, nous évaluons la capacité d’un canal pour des
alphabets de signaux donnés. Alors C = I(X;Y) et la capacité est évaluée en bits/signal.

Les alphabets utilisés sont des familles finies de M séquences de dimension N, orthogonales
(M = N) ou corrélées (M > N). Cela permet de passer rigoureusement de la capacité en
bits/signal a la capacité en bits/s/Hz. En effet, quel que soit le type de détection envisagé, on
pourra toujours considérer que la bande utilisée par une séquence de longueur N est B = N/T
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ou T est la durée d’un chip. On remarquera que les capacités obtenues pour des familles de
séquences orthogonales sont également valides pour tout ensemble de signaux orthogonaux, par
exemple une modulation FSK. Cependant, ’évaluation exacte de la bande occupée par une telle
modulation ne peut étre faite que numériquement. Le passage a la capacité en bits/s/Hz est alors
moins précis.

Le schéma général de transmission est représenté figure 4.3. On émet une séquence de longueur
N choisie parmi les M possibles de I'alphabet A = {s1,... sar} ou sy = (sg1,- .., Se,n). Puisqu’on
ne se limite pas a des séquences binaires, les sy, sont réels ou complexes. Par ailleurs, nous
supposons que les séquences sont normalisées de telle sorte que leur énergie £ = 1 en bande de
base. En sortie du canal, si le fiéme signal a été émis, on regoit

r=ae’?s;+b (4.9)

ott b est un bruit additif blanc gaussien complexe de moyenne nulle et de variance o? par
composante réelle; ¢y est une phase aléatoire uniformément répartie sur [0,27] de densité de
probabilité p(¢) = % et a est le gain du canal. Dans le cas du canal gaussien, a est une
constante ; nous choisirons a = 1. Dans le cas du canal & évanouissements, « suit une loi de
Rayleigh ; p(a) = 2ae " et E[a?] = 1.

La sortie r du canal est une séquence de longueur N, r = (rq,...,7y). Le démodulateur est
constitué d’'un banc de corrélateurs de la méme taille que celle de 'alphabet. Envisageons le cas
le plus général d’une famille de taille M. En sortie du banc de corrélateurs on dispose du vecteur

X = (T1,..,@ar) OU Ty = SOV, TnSmn-

X oo : Yi | Y,
MODULATEUR /! : DEMODULATEUR !
Alphabet A /T CANAL [/ ) ﬁ;
M signaux de longueur N I Banc de M corrélateurs

CANAL 2

F1G. 4.3 — Schéma de transmission.

Par la suite, nous serons amenés a considérer deux canaux équivalents. Le premier, désigné
par CANAL 1 dans la figure 4.3 est uniquement constitué du canal physique sur lequel a lieu
la transmission. Son entrée X est discréte : elle appartient & lalphabet A des M signaux de
longueur N. Sa sortie Y7 est continue, c’est le vecteur r. Le second, désigné par CANAL 2 est
formé de la concaténation du canal physique et du démodulateur. Son entrée X appartient encore
a Palphabet A. Tandis que sa sortie Y, continue, est assimilée au vecteur x.

L’information mutuelle moyenne I(X;Y') est donnée par I’équation (4.6). Pour chacun des
deux canaux, l'entrée X est discréte et la sortie Y7 ou Ys est continue. La premiére intégrale sur
X se transforme donc en une somme discréte sur tous les signaux de ’alphabet A. De plus

pxy(z,y) = px (@)py (y/2)
px(z) = Xy px,y(2,y)



134 4. SEQUENCES D’ETALEMENT A HAUTE EFFICACITE SPECTRALE

En utilisant ces quelques propriétés, 'expression (4.6) de I(X;Y) devient

1) = % / px(z)py(y/xnogZ( Py (y/) )dy

2oapx (#)py (y/')

Pour simplifier les notations, nous écrivons désormais py (z) = p(z). On obtient une expres-
sion plus précise des capacités respectives C et Co des deux canaux

M
Ci=Isv) =Y [ p(snp(yi/se)logQ( pLyi/s0) )dyi
=1 i

Sl p(se)p(yi/sk)

ous=1,2, yj=rety,=x.

Les signaux sont supposés équiprobables : p(sy) = ﬁ pour tout £ =1,..., M. Alors
M
1 p(yi/se)
C; = —/ p(yi/se) log, ( o dy;
gz:; M Vi Zk:l ﬁp(}’i/sk)

Selon le type de canal, de détection et de signaux utilisés, une expression des probabilités
conjointes {p(r/s¢)}e=1,. v peut étre déterminée. On remarquera que

/s0)lo P(yi/s:) ) iy — B |io { plyi/se) }]
/Yip(Y/Z) g2< Y ifse | 082 Soily 27p(yi/sk)

M 1
> k=1 27P(yi/sk)
D’ot une expression générale de la capacité des deux canaux

Io p(r/se) }] 4.10
52 { ST Lp(r/se) (10

Mo
Cl = ZMEI‘/S[
/=1

et

Io p(x/s1) H 411
52 { ST Lp(x/se) S

Plusieurs profils d’hypothéses sont envisagés afin de trouver les expressions théoriques exactes
des capacités.

Mo
Gy = ZMEX/SZ
=1

4.4.3 Capacité des séquences orthogonales

Seul le cas du canal gaussien (o = 1) est traité dans ce paragraphe. Que la détection soit
cohérente ou non cohérente, le canal considéré sera de type CANAL 2. Le banc de corrélateurs
est constitué des M séquences orthogonales de l'alphabet A. X € A et Y =x = (£1,...,2Mm)-
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Capacité d’un canal cohérent

Le signal s; est supposé émis : r = e/*s;) + b, et
N
Tom, = Z(ejmsz,i + bi)sp = ej‘bf,ug,m + b,

i=1
ou fbe,m est l'intercorrélation entre les séquences £ et m et by, un bruit blanc gaussien complexe
de moyenne nulle et de variance o2 par composante réelle. Alors ,, est une variable aléatoire
gaussienne complexe de moyenne e/% Ie,m et de variance o? par composante réelle. Sa densité de
probabilité est donnée par

p(Tm/se) = : eXp<—|x

2mo?

m ej¢7l lj'l,m|2
202

L’orthogonalité des séquences conduit & l'indépendance des variables z,,. Et puisqu’elles sont
d’énergie normalisée, jipp = E = 1 et pip,, = 0 pour tout m # £. Enfin, on peut s’affranchir du
terme e/%¢ qui est connu du récepteur puisque la détection est cohérente. Ainsi

p(x/se) = Tﬁlp(ﬂﬂm/sz)
R ———

L’argument du logarithme de I’équation (4.11) devient

ixfs) M) e (- ) exp (- 200, k)

M 1 M _ 2
> k1 7rP(X/sk) Z,jcvil (#) exp (—71 253(”)) exp (— Z%zl ‘2212‘ )

Apres simplifications, on obtient
p(x/se) _ M

Yol 27p(x/sk) M exp (M)

En reportant dans (4.11) on trouve
M
Re(xp — xp
Z —Ex/s, logy (M) — log, {Zexp <%> }]
k=1

Finalement, on peut remarquer que tous les termes de la somme sur £ sont égaux. Il est inutile
de tous les calculer : par exemple, celui pour ¢ = 1 suffit.

I’expression de la capacité du canal gaussien cohérent admettant un alphabet A de M signaux

orthogonaux en entrée est
M
R —
C = logy(M) — Ey/s, |log, {Z exp (%) }] (4.12)
k=1
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Capacité d’un canal non cohérent

On émet toujours le signal s, r = e/%’s; + b. La détection est non cohérente, on s’intéresse
au module des M sorties du banc de corrélateurs. Dans ce cas,

N

Z(ejm S0+ bi)sp
i=1

|Tm| = = |€j¢ll‘l,m+bm|

ou fip,m est encore l'intercorrélation entre les séquences sy et sy, et by, un bruit blanc gaussien
complexe de moyenne nulle et de variance o par composante réelle. En tant que modules d’une
distribution gaussienne complexe non centrée de variance o2, |z,| suit une loi de Rice de paramétre
€7 11g 4| = 1 tandis que les |z,,|, m # £ suivent une loi de Rayleigh. Leurs densités de probabilité
respectives sont données par

|| || + 1 ||
p(lzel/se) = 2 P\ T Iy 2
et
Gonlfs) = ol o (lnl? ,
p |(L‘m|/Sg = o2 exXp —W pour m 75

La famille A est orthogonale, donc les variables |z, | sont indépendantes.

p(Ix|/se)

M
T p(lzml/se)
m=1
M Tm 1 M T |? T
= (nl;ll |U—2|> exp (_W> exp <_mZ:1 |202| >10<|0—g>

L’argument du logarithme de I’équation (4.11) devient

s (T2 exp (<52 exo (- 0, 28 ) 10 (1))
S aelis) S (TN 28) exp (—gte) exp (- SiL, 220) 1o (2

m=1 0'2

Des simplifications entrainent

pifs)  Ma(5)
Sl (x| /) o ()

En reportant dans (4.11), on trouve

M
1
C = ZMEM/SZ logy (M) — log,
=1

il
o
o
9 |§
M=
N———
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Comme précédemment, tous les termes de la somme sur £ sont symétriques. Le terme £ =1
suffit.

L’expression de la capacité du canal gaussien non cohérent admettant un alphabet A de M
signaux orthogonaux en entrée s’écrit

C = logy(M) — Ejx/s, |logy Z@ (4.13)

4.4.4 Capacité des séquences corrélées

Les signaux de I'alphabet A sont maintenant corrélés. Les deux types de détection — cohérente
et non cohérente — sont traités pour le canal gaussien. Dans le cas particulier du canal de Rayleigh,
seule la réception non cohérente est présentée.

Capacité d’un canal cohérent

Le modéle de canal équivalent utilisé est encore le CANAL 2. L’alphabet A contient M
séquences corrélées de longueur N. Si les séquences elles-mémes sont utilisées dans le banc de
corrélateurs, les sorties (x1,...,2p7) ne sont pas indépendantes. L’émission de s, entraine une
fois encore

r=e¢%s,+b

et les sorties des corrélateurs s’expriment ainsi

N

T =Y (/%505 +bi)sp,; = € pugm + b
=1

Les x,, suivent toujours une loi gaussienne complexe de moyenne e’% e,m et de variance o?

par composante réelle.

1 |<'I;m - €j¢lﬂﬁ,m|2
plem/se) = om0? P\ T 202

Et la loi conjointe p(x/sg) doit étre calculée directement.

p(x/sp) = mexp{—(x—mx/s‘,)HC;l(x—mx/sl)}

ol My /s, = (el ety - , el o) est le vecteur moyenne de la variable gaussienne complexe

multidimensionnelle x/s; et Cx = cov(xy, Tk), ;s €St la matrice de covariance des variables
VT ey

gaussiennes complexes élémentaires z,,,m =1,..., M.
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En reportant dans (4.11), et en simplifiant, nous obtenons

1 M

M —(x—m —-m
log2(M)—log2{Z P~ /o) g x X/Sk)}}](él.lél)

k=1 exp{—(x—mx/sl) ( x/sz)}

Contrairement au cas orthogonal, les termes ne sont plus symétriques, il faut tous les évaluer.

Il est possible de simplifier ce calcul en remarquant que la projection du signal regu sur les
M séquences de l'alphabet est inutile. La projection sur une base orthogonale de 1’espace de
dimension N fournit une statistique suffisante, le banc de corrélateurs est alors composé des N
filtres correspondant aux IV séquences d’Hadamard de longueur N. La réduction de complexité
sera d’autant plus importante que ’on utilisera un nombre de séquences M bien plus grand que
leur longueur N.

On note {zpn}n:l,,,,,N la base des N séquences d’Hadamard de longueur N. Les N sorties de
corrélateurs sont données par

N
Ty, = Z(em"se,i + b)Yy = st +b, n=1,...,N (4.15)
=1

ou sy est la projection de la séquence s, sur le niéme vecteur de la base orthogonale ; sy = Zn 157,
De cette facon, les x, sont des variables aléatoires indépendantes et suivent une loi gaussienne
de moyenne el? sy et de variance o? par composante réelle.

Comme dans le cas des signaux orthogonaux, il est possible de s’affranchir du terme e’%
connu du récepteur.

La loi conjointe p(x/sy) s’écrit

,’:]2

X/Sg (L‘n/Sg

n=1

N N
_ 1 exp | — >onet |70 — s}
2mo? 202

L’argument du logarithme de I’équation (4.11) devient

1 \N Eg: |zn—s7|?
p(X/Sg) B M(W) exp (_ 1202 - >

M 1 -
2ok 7P (%/5) S (L) N exp (- Zazlza sl
k=1 \27o

20
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Un calcul direct conduit &

SN 1s7? SN Re(zns})
M Lin=119¢1 Ln=1""\"N7 )
p(x/s¢) e"p( )e’“’< o2 )

R (M) exp (w)

202 o2

M

212/1:1 exp <Zgl Re[:;(%‘#)])

En effet 25:1 |si|? définit Dénergie de la séquence sy, et toutes les séquences sont de méme
énergie.

Finalement, en reportant dans I'expression (4.11), on obtient la capacité du canal gaussien
cohérent pour un alphabet A de M signaux corrélés en entrée

M N no_ gn
¢ = 53 B, logQ(M)—logZ{exp<Z"lRe[x”(Sk M)H (116)

o2
(=1

Cette deuxiéme expression est celle utilisée pour les simulations.

Capacité d’un canal non cohérent

Intéressons-nous enfin au cas d’une détection non cohérente. Si nous conservons un modeéle
de canal qui englobe le démodulateur, c’est-a-dire de type CANAL 2, comme précédemment en
détection cohérente, nous sommes confrontés & deux problémes. La projection du signal recu sur
les M signaux corrélés raméne au cas des signaux orthogonaux avec détection non cohérente :
les modules des sorties du banc de corrélateurs s’expriment comme suit

N

Z(em‘ e+ bi)sp
=1

|$m| = = |ej¢‘llu,g,m+bm|

Les variables |z,,| ne sont pas indépendantes et chaque |z,,| suit une loi de Rice de parameétre
€7 g | = |pem]. Il faut par conséquent trouver la loi conjointe de M variables de Rice pour
mener a bien le calcul de la capacité. Ce probléme est particuliérement délicat & résoudre.

Par ailleurs, une projection sur la base orthogonale des N séquences d’Hadamard ne dispense
pas de s’intéresser au module des sorties du banc de corrélateurs. Malheureusement, contraire-
ment au cas cohérent, la statistique alors obtenue n’est plus suffisante.

Nous suggérons donc — de maniére parfaitement équivalente — de calculer la capacité direc-
tement en sortie du canal. Cela correspond au modéle de canal désigné par CANAL 1 dans la
figure 4.3.

Emettre s, entraine une fois encore

r= aejWSE +b
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« est le gain gaussien complexe du canal de moyenne \/KLH et de variance 2(1(—1-1-1) Pour le canal
gaussien, K — oo ; pour le canal de Rayleigh, K =0 [21]. K > 0 est le paramétre de Rice défini
dans [43]. b = (by,...,bn) est un vecteur de bruit ou chaque variable by, suit une loi gaussienne
complexe centrée de variance o2 par composante réelle.

L’équation (4.10) représente la forme la plus générale de la capacité d’un canal non cohérent
admettant X = sy € A comme entrée et Y = r comme sortie. Il faut évaluer p(r/sy). On définit
0 = («, ¢y) comme représentant I’état du canal. Lorsque la détection est non cohérente, € n’est
pas estimé. Alors, en moyennant sur « et ¢y

p(r/se) = Eq [pg(r/s¢)] (4.17)
On obtient [21]
p(r/sy) = 7rN|12r| exp (—rSy'r? — w2 I (2 ‘er_erD (4.18)
ol
r= 7 lsz et X,= K;Hsng + 2021y

Iy est la matrice idendité de dimension N et on remarquera que Xp = X/, .

Pour le canal gaussien, K — co. Alors T = s et ¥, = 0?Iy. L’équation (4.18) devient

1 rrf 4 g5t |serH |
roje) = G (- ) (%) 10

o2

Plus précisément,

N
Iel” + ||Sz||2> S suart
— [0 5
g

1
p(r/sp) = mexp( 552

sp,; et r; désignent la composante numéro ¢ des séquences s, et r respectivement.

L’argument du logarithme dans ’équation (4.10) prend la forme

1 |l ][2+[[s¢]|2 | se,irf]
p(I‘/Sg) M(27r02)N exp <_ 552 {2 )IU< (1,2

M 1 2 2 N sk
> k=1 3P (r/sk) S, ey exp (Ll )IO(IEz;;k, nl)

(2wa2)N

Apres simplifications, on a

N *
MI |Zi:l 5¢,iT; |
p(r/se) ’ ( -

kit w7P(r/se) Mg (|z£v1 |>
a

k=1+0
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En reportant dans I’équation (4.10), nous obtenons la capacité d’un canal gaussien non co-
hérent admettant un alphabet A de M séquences corrélées en entrée

<|va:1 8k,ﬂ"f|>

M 1 M IO g2

Cc = IOgQ(M) — Z MET/SZ 10g2 Z >
=1

N *
k=1 ], ( |Zi=(1}_2sf,"‘i
Pour le canal de Rayleigh, K = 0. Alors T = 0 et %, = Zr/s‘z = sfsz + 2021y. L’équation
(4.18) devient

(4.20)

1
ex
7TN|S£ISZ + 2021y |

p(r/se) p (—r(s/'se +20%Iy) ') (4.21)

Alors, Pargument du logarithme de ’équation (4.10) devient

M . -1 .H
p(r/se) _ T Bee ] P ( st )
M 1 o M 1 -1
> k=1 27P(r/sk) > k=1 T Se/sg ] €xp (—rZ]r/Ser>

Apres simplications et en reportant dans (4.10), la capacité d’un canal de Rayleigh non
cohérent admettant une famille 4 de M séquences corrélées en entrée est donnée par

(4.22)

-1 H
< |Zr/stz| exp (_rzr/skr )
|

M
1
; M r/sy ; Er/sk| exp (—rz;/lser)

Finalement, on remarquera que la capacité d’'un canal de Rice non cohérent admettant un
alphabet A de M séquences corrélés en entrée peut étre obtenue en reportant ’expression (4.18)
dans l’équation (4.10).

4.4.5 Reésultats numériques

Les différentes expressions de capacité établies ci-dessus ont été utilisées pour les simulations.
Les moyennes du type

%)

Py [IOgZ { p(yi)

ol y; = r ou X, ont étés évaluées par intégration numeérique (méthode de Monte Carlo). Les
résultats sont classés par type d’alphabet utilisé.
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6.0 6.0

M=32

50 M=32 50
. 40
M=8 ! M=8
. M=4 | . M=4
10 M=z 10 M=3
2 2 6 10 14 18

00 00
2 2 6 10 14 18 2 26 30 2 2% 30
Eb/NO (dB)

Capacite (bits/signal)
w N
[S) <)

Capacite (bits/signal)

N
o

w
o

N
o

Eb/NO (dB)

F1G. 4.4 — Capacité du canal gaussien en bits/signal pour des alphabets de signaux orthogonaux
en entrée. Détection cohérente (gauche) et non cohérente (droite).
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FiG. 4.5 — Capacité du canal gaussien en bits/s/Hz pour des alphabets de signaux orthogonaux
en entrée. Détection cohérente (gauche) et non cohérente (droite).

Signaux orthogonaux

Les figures 4.4 et 4.5 présentent les capacités du canal gaussien, avec détection cohérente ou
non, admettant en entrée un alphabet de M signaux orthogonaux, respectivement en bits/signal
et en bits/s/Hz. Quel que soit le type de détection choisi, le fait d’utiliser des alphabets de plus
en plus grands permet de se rapprocher de la capacité du canal gaussien cohérent avec entrée
gaussienne. Par ailleurs, les courbes de capacité obtenues pour la détection non cohérente sont
une enveloppe des courbes de taux de coupure données dans [57]. On observe bien le méme

phénomeéne : il existe un rendement optimal pour chaque taille M d’alphabet. Pour un rapport
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signal-a-bruit variant de 1 dB environ, on dispose méme d’une plage de rendements acceptables
Ce comportement est directement lié & la non linéarité du récepteur non cohérent.

7.0
,\‘ canal de Rayleigh coherent, entree gaussienne

6.0 i
050 |1
1
5.0 i
—~ 1
T g
.m t
§ 40 g
FS =3 !
o Q !
= 30 E |
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1§ © i
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1

+

I

10 I

I

1

!

0.0 0.00 *

-2 2 6 10 14 18 22 26 30 -2 2 6 10 14 18 22 26 30
Eb/NO (dB)
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F1G. 4.6 — Capacité du canal de Rayleigh en bits/signal (gauche) et en bits/s/Hz (droite) pour
des alphabets de signaux orthogonaux en entrée. Détection non cohérente.

Les performances de ces mémes alphabets sur canal de Rayleigh non cohérent sont illustrées
figure 4.6. Ici encore, ’augmentation de la taille de I'alphabet M permet de tendre vers la capacité
du canal de Rayleigh cohérent avec entrée gaussienne. Avec une famille de M = 64 signaux, on
se situe au mieux & 4 dB de cette capacité alors que sur canal gaussien, 'alphabet de M = 1024

signaux est & 1.8 dB seulement de la capacité maximale.

Cependant, les alphabets de séquences orthogonales sont limités a une efficacité spectrale de
0.5 bits/s/Hz. En utilisant des séquences corrélées, nous cherchons a conserver, voire a améliorer
les capacités envisageables tout en garantissant une efficacité spectrale bien meilleure pour une

taille d’alphabet et/ou une longueur de séquences données.

La suite des résultats concerne des ensembles de signaux corrélés.

Séquences binaires corrélées

Dans un premier temps, nous relachons seulement la contrainte d’orthogonalité. On peut
facilement choisir aléatoirement M séquences de longueur N parmi les 2V séquences binaires
possibles pour construire des alphabets de M > N séquences binaires corrélées. L’efficacité spec-
trale obtenue est supérieure a 0.5 bits/s/Hz. Un exemple est présenté figure 4.7 pour des séquences
de longueur N = 8 avec détection cohérente en bits/signal et en bits/s/Hz respectivement. A
des fins de comparaison, apparaissent aussi sur ces graphiques les performances d’ensemble de
signaux orthogonaux — ici, les familles d’Hadamard de longueur N =2 et N =8 —; ainsi que la
famille composée des 8 séquences réelles de longueur N = 2 précédemment nommeée famille 1.

Il est manifeste que I’on peut alors atteindre des efficacités spectrales plus importantes mais
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Fi1G. 4.7 — Capacité du canal gaussien en bits/signal (gauche) et bits/s/Hz (droite) pour des
alphabets de signaux binaires corrélés en entrée. Détection cohérente.

pour de fortes valeurs du rapport signal-a-bruit seulement. Voyons comment 1'utilisation de
séquences corrélées & composantes non binaires peut nous conduire & une meilleure capacité

pour de plus faibles rapports signal-a-bruit.

Séquences construites a partir de signaux PSK

La construction de ces séquences est décrite au paragraphe 4.3.1. Sur les figures 4.8 et 4.9,
on peut comparer leurs performances pour des longueurs différentes N = 2,4, 8, en bits/signal
et en bits/s/Hz, pour le canal gaussien et le canal de Rayleigh respectivement. La détection est

non cohérente.

D’une part, Yaugmentation de la taille M de ’alphabet & longueur N fixe conduit & des
efficacités spectrales plus grandes. D’autre part, quand la longueur N augmente, les familles
de courbes pour N donné se rapprochent de la capacité du canal & entrée gaussienne. Cette
constatation est valable pour les deux types de canaux envisagés et est visible sur les courbes
pour lesquelles la capacité est donnée en bits/s/Hz. Remarquons aussi que par construction le cas
(N, M = N) nous rameéne aux séquences d'Hadamard de longueur N. On notera cependant que
les courbes correspondant aux familles de plus de 16 séquences sont tres “écrasées” sur le haut,
et le gain potentiel en efficacité spectrale sera atteint uniquement pour de trés fortes valeurs du
rapport signal-a-bruit. Il sera donc plus judicieux d’utiliser ce type de séquences lorsque I’on aura
besoin d’alphabets de petites tailles, soit M = 4, 8.
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F1G. 4.8 — Capacité du canal gaussien non cohérent en bits/signal (gauche) et bits/s/Hz (droite)

pour des alphabets de signaux de type PSK corrélés de longueur 2, 4 et 8 en entrée.
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Fi1G. 4.9 — Capacité du canal de Rayleigh non cohérent en bits/signal (gauche) et bits/s/Hz
(droite) pour des alphabets de signaux de type PSK corrélés de longueur 2, 4 et 8 en entrée.
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Séquences complexes purement aléatoires

Tous les résultats relatifs aux séquences complexes corrélées choisies aléatoirement sont ras-
semblés sur les figures 4.10 et 4.11. Bien que les principaux commentaires possibles soient simi-
laires & ce qui a été dit pour les séquences de type PSK, on observe un meilleur comportement
des séquences purement aléatoires pour des tailles d’alphabets plus importantes, M = 32 & 256,
et ce d’autant plus que la longueur N est grande. Par exemple, une famille de 256 séquences de
longueur 8 atteint une capacité de 0.5 bits/s/Hz avec une perte de seulement 3 dB par rapport a
la capacité du canal gaussien cohérent alors que la famille (256, 8) de séquences de type PSK et
la famille d’Hadamard de longueur 4 atteignent cette méme valeur de la capacité avec une perte
de 6 et 8 dB respectivement.

Lorsque la détection est non cohérente, l'utilisation de familles de signaux orthogonaux de
plus en plus longs permettra de tendre vers la capacité théorique du canal gaussien pour des
efficacités spectrales trés petites. En revanche, si I’on souhaite tendre vers la capacité du canal
gaussien tout en travaillant a des efficacités spectrales raisonnables, il faudra utiliser des familles
de plus en plus grandes de signaux corrélés de plus en plus longs. Cette derniére remarque est
parfaitement illustrée par les figures 4.12 et 4.13 sur canal gaussien et canal de Rayleigh respec-
tivement. Nous y avons tracé les enveloppes des courbes de capacité obtenues pour différentes
valeurs de N en fonction du rapport signal-a-bruit. L’enveloppe correspondant aux familles de
séquences orthogonales y figure également, ainsi que la capacité du canal cohérent choisi avec
entrée gaussienne. Ce dernier graphique constitue une limite supérieure de la capacité. Toutes
les courbes sont une fois encore données en bits/s/Hz.

Une famille de M = 1024 séquences corrélées de longueur N = 8§ atteint ainsi une capacité
de 1 bits/s/Hz au prix de 3 dB de perte par rapport a la capacité du canal gaussien cohérent, et
0.5 bits/s/Hz avec 3.5 dB de perte par rapport a la capacité du canal de Rayleigh cohérent. Sur
les deux figures, il est clair qu’aucun alphabet de séquences orthogonales ne pourra dépasser une
capacité de 0.5 bits/s/Hz. Ce maximum est atteint par les familles d’Hadamard N = 2,4 mais
pour des valeurs de rapport signal-a-bruit trés éloignées des capacités des canaux cohérents (8
dB sur canal gaussien et 16 dB sur canal de Rayleigh).

Du point de vue de la capacité & proprement parler, 'utilisation de familles de grandes tailles
s’impose. Si 'on veut se rapprocher du cas cohérent, c’est bien le nombre de séquences qui
importe. Un compromis entre 'augmentation de l'efficacité spectrale et la complexité de mise en
ceuvre de 'alphabet devra donc étre fait.
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F1G. 4.10 — Capacité du canal gaussien non cohérent en bits/signal (gauche) et bits/s/Hz (droite)

pour des alphabets de signaux complexes corrélés de longueur 2, 4 et 8 en entrée.
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F1G. 4.11 — Capacité du canal de Rayleigh non cohérent en bits/signal (gauche) et bits/s/Hz
(droite) pour des alphabets de signaux complexes corrélés de longueur 2, 4 et 8 en entrée.
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F1G. 4.13 — Enveloppe des capacités en bits/s/Hz du canal de Rayleigh non cohérent pour des
alphabets de M séquences complexes corrélées de longueur N en entrée.
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Séquences de Marzetta

Enfin, la figure 4.15 illustre les performances des séquences de type Marzetta. Rappelons
que, de maniére asymptotique, ces séquences sont celles qui atteignent la capacité du canal de
Rayleigh & entrées et sorties multiples avec détection non cohérente. En effet, le phénomeéne
d”’écrasement” observé sur le haut des courbes pour les autres séquences a des degrés plus ou
moins importants est moins marqué. Cependant, on pourra remarquer que leurs performances
sont en tout point similaires & celles des séquences complexes purement aléatoires, du moins
pour les tailles d’ensemble M et les longueurs N considérées. Les séquences purement aléatoires
constituent donc une bonne maniére d’approcher la capacité quel que soit le type de canal choisi
avec I’hypothése d’une détection non cohérente.

4.5 Exemple : décodage itératif de séquences non orthogonales
codées

Nous souhaitons comparer des exemples pratiques aux résultats théoriques présentés dans
les paragraphes précédents. Pour cela, nous choisissons une famille A de M séquences de lon-
gueur N parmi les différentes constructions envisagées. Utilisée sans codage, cette famille permet
d’atteindre au mieux une efficacité spectrale égale a

logy (M
= log, (M) bits/s/Hz

Lorsque 'on rajoute un schéma de codage de rendement R, la relation C' = R X 7 existe entre
Iefficacité spectrale, la capacité C' du canal obtenue avec la famille A en entrée et le rendement
du code. Le choix de la famille conditionne 7. Il est donc simple d’en déduire le rendement du
code que nous devons considérer.

Le modele de transmission est identique & celui explicité au paragraphe 3.3.2. Seul I’émetteur
est légérement modifié puisque nous n’utilisons plus de modulateur Q-FSK. La figure 4.14 illustre
les quelques modifications apportées & la BICM. Par ailleurs, le banc de filtres adaptés est
remplacé par un banc de corrélateurs.

bits d’information bits codés entrelacés N chips complexes
| |
Sgurf:e | Codeur‘ I Qhoix des | !
Binaire i | Convolutif séquences | i
BICM

FiG. 4.14 — Famille codée de séquences non orthogonales : modéle de ’émetteur.

En accord avec les notations utilisées tout au long de ce chapitre, les M séquences de la
famille A s’écrivent {sq,...,sp} ol 8y = (Sm,1y-- - Sm,N)-
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F1G. 4.15 — Capacité du canal de Rayleigh non cohérent en bits/signal (gauche) et bits/s/Hz
(droite) pour des alphabets de séquences complexes corrélées de type Marzetta de longueur 2, 4

et 8 en entrée.
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Le canal sans mémoire est toujours caractérisé par une phase aléatoire ¢ uniformément dis-
tribuée sur [0, 27], inconnue du récepteur puisque la détection est non cohérente, un gain « et
un bruit b additif blanc gaussien complexe de moyenne nulle et de variance o? par composante
réelle. Sur canal gaussien, la constante a est supposée égale & 1 et sur canal & évanouissements,
a suit une loi de Rayleigh ; p(a) = 2ce " et E[a?] = 1.

Si la séquence sy est émise, on recoit r = ae/?’s; + b o chaque composante ou chip du
vecteur r est donnée par r, = ael? Sp.n + by. En sortie du banc de corrélateurs, on dispose d’un
vecteur de M corrélations x = (z1,...,Z)) avec &, = 27]2721 TnSm.n- Afin de calculer les M APP
des séquences (bloc “Calcul des APP signaux”), nous utilisons la formule directe de la densité
de probabilité de I’observation r conditionnellement & 1’émission de la séquence s; donnée par
I’équation (4.18) [21]. Dans le cas du canal gaussien, p(r/s;) est fonction des sorties {z,,} du
banc de corrélateurs (équation (4.19)), dans le cas du canal de Rayleigh, ’expression est donnée
par 'équation (4.21).

L’APP d’une séquence s, est définie par APP(sy) = p(sg/r). L’application directe de la loi
de Bayes permet de récrire

APP(sy) x p(r/s¢)

puisque toutes les séquences de la famille A sont équiprobables. Comme précédemment, nous
appelons abusivement APP la valeur normalisée de I'observation, soit

s
APPSO = S /sn)

Le fonctionnement du bloc “Calcul des APP bits” a été détaillé au paragraphe 3.3.2. Les
log, (M) observations sur les bits codés qui étiquétent la séquence sy sont évaluées a 1'aide de la
formule (3.13) dans laquelle les APP des signaux multidimensionnels APP(S,,) sont remplacées
par les APP des séquences APP(s,,).

Ces logy (M) observations abusivement appelées APP sont utilisées par le décodeur SISO et
nous nous limitons & quatre itérations de décodage. Par ailleurs, I'étiquetage de Gray est employé.

Nous comparons les performances d’une famille de M = 64 séquences complexes purement
aléatoires de longueur N = 8 codée a sa capacité sur canal gaussien et sur canal de Rayleigh.

4.5.1 Séquences complexes purement aléatoires et code convolutif

Dans la suite, la famille de 64 séquences complexes purement aléatoires de longueur 8 est
indifféremment notée Ay ou (64, 8).

Séquences complexes purement aléatoires et code convolutif sur le canal gaussien

La capacité de la famille A; sur canal gaussien est illustrée sur le dernier graphique en bas

a droite sur la figure 4.10. On constate qu’elle atteint une capacité C' = 0.5 bits/s/Hz pour un

rapport signal-a-bruit E,/Ny = 2.5 dB. Par ailleurs, n = % = 3/4. 1l faut donc choisir un
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code convolutif de rendement R = 2/3. En toute logique, plus le code choisi sera puissant, plus la
probabilité d’erreur de ’alphabet codé devra tendre vers 0 pour un rapport signal-a-bruit proche
de 2.5 dB.

Deux codes convolutifs de rendement 2/3 ont été utilisés pour les simulations : le code C
de longueur de contrainte L = 3 (16 états), de polynomes générateurs (27,75, 72) et de distance
libre dg.. = 5 ainsi que le code Cy de longueur de contrainte L = 4 (64 états), de polynomes
générateurs (236, 155,337) et de distance libre dg.., = 7.

Les figures 4.16 et 4.17 résument les performances obtenues avec la famille A; codée. Les
quatre itérations de décodage sont représentées. A titre de comparaison, sont également rappelées
la référence de capacité (0.5 bits/s/Hz a 2.5 dB ici) et les performances d'une famille de huit
signaux orthogonaux non codés sur canal gaussien non cohérent. On constate qu’en pratique,
l'utilisation d'un code de complexité raisonnable (le code Ci, 16 états) permet de faire tendre
la probabilité d’erreur vers 0 & environ 1.75 dB de la capacité. En effet, ce premier schéma
atteint une probabilité d’erreur P, = 107 pour un rapport signal-a-bruit E,/Ny = 4.25 dB.
L’emploi d’un code plus complexe (le code Cy, 64 états) ne permet pas d’améliorer les résultats
puisque I’on atteint dans ce cas une probabilité d’erreur P, = 7 x 10™% seulement pour le méme
rapport signal-a-bruit Ej/Ny = 4.25 dB. Ainsi, les résultats obtenus pour ce cas pratique sont
trés encourageants.

Pe/bit

0.5 hits/s’Hz

2 3 4 5 6 7 8 9 10
Eb/NO (dB)

F1G. 4.16 — Famille A; codée par le code convolutif 16 états Cy de rendement 2/3.

Par ailleurs, la figure 4.18 permet de comparer les comportements des deux codes. On re-
marque sur les courbes des itérations deux et trois que pour des rapports signal-a-bruit compris
entre 0 et 4 dB, le code C}, 16 états obtient de meilleurs résultats avant d’étre rattrapé par le
code Cs pour des rapports signal-a-bruit supérieurs & 4 dB. Une explication peut étre apportée :
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a fort Ej/Np, c’est la distance minimale d’un code qui influence ses performances, tandis qu’a
faible E}/Ny, le nombre de voisins devient le paramétre important.

Pe/bit

0.5 hits/s’Hz

2 3 4 5 6 7 8 9 10
Eb/NO (dB)

F1G. 4.17 — Famille A; codée par le code convolutif 64 états Cy de rendement 2/3.

Séquences complexes purement aléatoires et code convolutif sur le canal de Ray-
leigh

La capacité de cette méme famille A; sur canal de Rayleigh est illustrée sur le dernier gra-
phique en bas & droite sur la figure 4.11. On constate qu’elle atteint une capacité C' = 0.25
bits/s/Hz pour un rapport signal-a-bruit F,/Ny = 3.5 dB. On a toujours n = % =3/4. 11
nous faut donc cette fois choisir un code convolutif de rendement R = 1/3. De la méme maniére,
on espere que plus le code choisi sera puissant, plus la probabilité d’erreur de 'alphabet codé
devra tendre vers 0 pour un rapport signal-a-bruit proche de 3.5 dB.

Deux codes convolutifs de rendement 1/3 sont utilisés pour les simulations : le code C; de
longueur de contrainte L = 5 (16 états), de polynomes générateurs (25,33,37) et de distance
libre dg.. = 12 ainsi que le code Cy de longueur de contrainte L = 7 (64 états), de polynomes
générateurs (133, 145,175) et de distance libre dg., = 15.

Les figures 4.19 et 4.20 résument les performances obtenues avec la famille A; codée. Les
quatre itérations de décodage sont représentées. A titre de comparaison, sont également rappelées
la référence de capacité (0.25 bits/s/Hz a 3.5 dB ici) et les performances d’une famille de huit
signaux orthogonaux non codés sur canal de Rayleigh non cohérent. L’utilisation d'un code
de complexité raisonnable (le code C1, 16 états) permet cette fois de faire tendre la probabilité
d’erreur vers 0 & environ 2.5 dB de la capacité. En effet, ce premier schéma atteint une probabilité
d’erreur P, = 3 x 107 pour un rapport signal-a-bruit E,/Ny = 6 dB. L’emploi d’un code
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F1G. 4.18 — Comparaison des comportements des codes C et Cj.

plus complexe (le code Cq, 64 états) ne permet toujours pas d’améliorer les résultats puisque
I'on atteint dans ce cas une probabilité d’erreur P, = 7 x 10~° pour un rapport signal-a-bruit
Ey /Ny = 5.75 dB comme pour le code Cy. Malgré cela, les résultats obtenus pour ce cas pratique
sont ici encore tres encourageants.

Un raisonnement en tout point similaire & celui de I’exemple du canal gaussien peut étre mené
pour expliquer les différences de comportements des deux codes convolutifs de méme rendements
utilisés. Les courbes sont rassemblées figure 4.21. Le code Cy devient plus performant au dela
d’un rapport signal-a-bruit de 5.75 dB pour les deuxiéme et troisiéme itérations.

4.6 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons tout d’abord présenté différentes constructions possibles menant
a des familles de M >> N séquences d’étalement réelles ou complexes de longueur N. Certaines
sont connues, comme les séquences d’Hadamard par exemple. Par ailleurs, nous avons pu montré
que le principe général exposé au paragraphe 4.1.1 permet en fait de décrire a la fois des familles
nouvelles et des familles existantes.

Nous avons étudié la capacité des différents alphabets sur canal gaussien et sur un canal de
Rayleigh a évanouissements par blocs. Un grand nombre de résultats numériques obtenus par
simulation & l’aide de la méthode d’intégration de Monté Carlo sont présentés. Deux conclusions
importantes peuvent en étre tirées.
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FiG. 4.21 — Comparaison des comportements des codes C et Cj.

Aucune famille de séquences orthogonales ne permet d’atteindre une efficacité spectrale su-
périeure a 0.5 bits/s/Hz. Ce maximum est atteint pour N = 2,4 seulement, & trés fort rapport
signal-a-bruit. En augmentant la taille M des alphabets non orthogonaux et la longueur N des
séquences de ces méme alphabets, aucune limite d’efficacité spectrale n’existe en théorie. Evidem-
ment, dans tout systéme pratique, on veillera & effectuer un compromis entre 'efficacité spectrale
souhaitée et la complexité relative de ’alphabet nécessaire.

Enfin, tant sur canal gaussien que sur canal de Rayleigh, I’emploi de grandes familles de
séquences corrélées permet de tendre vers la capacité en détection cohérente du canal corres-
pondant. En théorie, I’'usage d’alphabets corrélés appropriés et construits avec attention permet
ainsi d’approcher les performances de la détection cohérente avec une détection non cohérente.
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Conclusions

Les alphabets multidimensionnels étudiés dans ce document sont construits a partir de si-
gnaux corrélés — signaux d’une modulation Q-FSK ou séquences d’étalement. Cette approche
va & I’encontre des hypothéses habituellement émises et des résultats connus. Nous avons pour-
tant montré qu’en associant le codage et/ou la diversité a des modulations non orthogonales,
I'efficacité spectrale des modulations multidimensionnelles qui en résultent est considérablement
augmentée tandis que tout ou partie de la dégradation des performances est compensée.

Le critére N-dimensionnel optimal de détection non cohérente est le méme sur les canaux
gaussien et de Rayleigh. Le détecteur est constitué d’un banc de filtres adaptés a tous les candidats
possibles sur chaque composante — par exemple les @) signaux d’une modulation Q-FSK. Le critére
maximise, sur les M signaux de ’alphabet multidimensionnel, la somme de N contributions au
carré. Chaque contribution n’est autre que le module de la sortie du filtre adapté a la composante
émise.

Les constructions proposées & partir des modulations FSK sont au nombre de trois :
e les réseaux de fréquences
Il existe une parfaite correspondance entre les composantes entiéres d’un point du réseau de
points et les fréquences émises sur chaque composante d’un point du réseau de fréquences. En
choisissant un réseau de points dense, d’excellents résultats sont obtenus sur canal gaussien.
e les alphabets codés par une TCM
De la méme maniére, chaque signal de la modulation PAM ou PSK sous-jacente permet de choisir
un signal FSK. Ces alphabets conduisent & des systémes peu complexes et particuliérement
robustes.
e les BICM
Contrairement aux schémas communément utilisés, la modulation sous-jacente est une FSK
classique ou une FSK de diversité supérieure & 1. L’emploi des turbo codes permet d’atteindre
les meilleures performances — par rapport aux différentes constructions envisagées — mais le retard
introduit par la latence de ce type de codage ne sera pas toujours admissible en pratique.

Dans tous les cas, le choix de 'espacement fréquentiel élémentaire de la modulation FSK
revét une importance particuliére : la valeur Afy = 2/3T établit le meilleur compromis entre le
gain d’efficacité spectrale da & la réduction de la bande et la dégradation des performances qui
doit étre compensée par le schéma de codage.
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Nous avons défini un schéma sous-optimal de décodage : il associe une démodulation non
cohérente APP & un décodage a entrée souple. La démodulation non cohérente APP consiste
a transformer judicieusement les sorties du banc de filtres en informations souples délivrées au
décodeur a entrée souple (décodeur par spheéres, décodeur multiniveaux, décodeur SISO, etc.).
Ce mécanisme de décodage fait ainsi preuve d’une grande souplesse, il peut étre utilisé pour tous
les alphabets que nous avons étudiés. Pour les BICM, le schéma sous-optimal peut étre amélioré
a I'aide d’une détection itérative.

Enfin, lorsque les applications nécessitent des alphabets de taille plus grande, nous suggé-
rons l'utilisation de séquences d’étalement complexes corrélées. Nous avons établi un principe
de construction trés général : les séquences sont identifiées & des points répartis judicieusement
sur une hypersphére en dimension N. Aucune famille de séquences orthogonales ne permet d’at-
teindre une efficacité spectrale supérieure a 0.5 bits/s/Hz, et ce maximum est atteint pour N
valant 2 ou 4 seulement, & trés fort rapport signal-a-bruit. En revanche, en augmentant simulta-
nément la taille des alphabets non orthogonaux et la longueur des séquences qui les composent,
on s’affranchit de toute limite théorique d’efficacité spectrale. En pratique, on veillera & établir
un compromis entre I'efficacité spectrale souhaitée et la complexité de mise en ceuvre correspon-
dante.

Les résultats, encourageants, prouvent que 1'usage d’alphabets corrélés appropriés et construits
avec attention, dans des systémes de transmission avec détection non cohérente, permet d’ap-
procher les performances de la détection cohérente.

Perspectives

Nous avons pu observer que ’étude des expressions des probabilités d’erreur par paire per-
met de déterminer des critéres de conception des modulations multidimensionnelles. Il faudrait
poursuivre la démarche et déterminer une expression des probabilités d’erreur.

De nouvelles méthodes de construction pourraient également étre explorées. En particulier,
il serait bon d’exploiter la forme de la distribution d’entrée qui permet d’atteindre la capacité
du canal de Rayleigh en détection non cohérente [1].

Par ailleurs, l'intégralité de cette étude est restreinte au cas de transmissions mono-antenne.
Il serait intéressant de généraliser ces résultats & un canal & entrées multiples et sorties multiples
sur le modele des travaux de T.L. Marzetta et B. Hockwald [51].

Enfin, les séquences corrélées des alphabets décrits dans le dernier chapitre pourraient étre
exploitées en tant que nouvelles signatures dans un systéme & accés multiple de type CDMA
(Code Division Multiple Access). Il s’agira alors d’optimiser I’affectation de ces séquences aux
différents utilisateurs. La minimisation des interférences entre utilisateurs, liée & la répartition
des corrélations, sera privilégiée afin d’améliorer au mieux les performances du systéme global.
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